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AVERTISSEMENT. 


Cet  opuscule  est  une  seconde  édition,  ou  mieux,  une 
complète  refonte  des  deux  mémoires  que  nous  avons  publiés 
(à  la  Note  finale  près),  en  1888  et  1889,  dans  le  Bulletin  de 
la  Société  Mathématique  de  France,  sous  ces  titres  :  1°  Nou- 
veaux principes  de  la  théorie  des  congruences  de  droites  ;  2°  Etude 
géométrique  de  la  courbure  des  pseudo-surfaces. 

D'après  ces  écrits  «  une  pseudo-surface  est  un  lieu  géo- 
ce  métrique  d'un  nouveau  genre,  produit  par  deux  systèmes  de 
«  courbes  variables,  ne  s'entrecoupant  qu'aux  iniiniments  petits 
«  du  second  ordre  près.  Un  tel  lieu  ne  peut,  au  minimum, 
«  être  représenté  que  par  une  équation  différentielle  totale  à 
«  trois  variables  x,  y,  ^,  non  intégrahle  ;  ce  qui  assigne  mani- 
«  festement  à  la  surface  (classique)  le  rang  de  simple  cas  par- 
ce ticulier,  voire  encore  celui  de  cas-limite,  vis-à-vis  de  la  pseudo- 
ce  surface  »,  etc. 

Pour  se  faire  une  juste  idée  des  avantages  théoriques  et 
pratiques  que  peut  présenter  un  pareil  concept,  le  lecteur  con- 
sultera utilement,  au  n'  477  du  Cosmos,  notre  Dissertation  sur: 
La  méthode  expérimentale  opposée  à  un  nouvel  élément  (géomé- 
trique) d'investigation. 

Que  si  la  question  excite  son  intérêt,  il  lui  sera  loisible 
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de  prendre  ensuite  connaissance  de  nos  autres  Mémoires  d'ap- 
plication des  pseudo-surfaces,  à  l'Optique  géométrique  princi- 
palement, mémoires  insérés  (à  partir  du  t.  V,  5'  série)  dans 
le  recueil  de  ceux  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  na- 
turelles de  Bordeaux. 
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RELATIONS  DIFFÉRENTIELLES. 


L 

Formules  préliminaires. 

I.  Prenons  un  système  d'axes  obliques  0  X,  0  Y,  d'angle  <I>  aigu 
et,  tout  d'abord,  constant.  Élevons  au  point  0,  sur  le  plan  de  cet  angle, 
la  perpendiculaire  OZ;  nous  formerons  ainsi  un  trièdre  que  nous  quali- 
fierons de  bi-rectangle  (Fig.  i).  Son  supplémentaire  OX^Y^Z,  d'angle 
t:  —  <I>,  sera,  lui  aussi,  birectangle. 

Soit  maintenant  0  A  une  semi-droite  quelconque  située  dans  le  plan 
de  l'angle  <î'  et  faisant  avec  OX  et  0  F  des  angles  respectivemjent  égaux 
à  9  et  à  9'.  Si  l'on  prend  sur  elle  un  point  /  à  la  distance  p  de  l'ori- 
gine, on  aura,  pour  exprimer  les  coordonnées  obliques  de  ce  point  : 

X     _      F     _      p 
sincp'         sin  o  sin  <I>  ' 

cos  9        cos  9'         sin  <I> 
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Désignant  par  (x,  y)  et  (x^ ,  y,)  les  projections  orthogonales  de  p  sur  ces 
mêmes  axes,  on  déduit  des  rapports  qui  précèdent 

i   X-\-  Ycos<t>  =  x  —  X^  sin  <I> , 
^^^  /    F4- Xcos4>  =  y  =  F,  sin<I»; 

ou,  équivalemment, 

i   X^  —  7j  ces  <I>  =  x^  =  X  sin  <ï> , 
^^  ^  M\  —  ^,  cos  <I>  =z  y,  =  r  sin  <P  . 

Entre  les  projections  orthogonales  introduites,  on  a,  en  conséquence, 
les  deux  systèmes  auxiliaires 

X  —  y  cos  <I>  =  Xj  sin  <I> , 
y  —  X  cos  <I>  =  y^  sin  <ï>  ; 

Xj  -j-  }\  cos  <ï>  r=  X  sin  4> , 
y^  -j-  XjC0s<I>  :^  y  sin  O  , 


(2) 


2.  Sur  la  direction  choisie  OA,  élevons,  en  second  heu,  dans  le 
sens  direct,  la  perpendiculaire  0  A'  et  prenons  sur  elle  un  point  /'  à  la 
distance  p'  de  l'origine;  nous  aurons,  pour  la  détermination  de  ce  point, 
dans  les  deux  systèmes  d'axes  coordonnés  : 

X'  Y' 


0") 


—  cos  (p 

—  sin  9 


cos  9 

y: 

sin  9  ' 


P 
sin<I>  ' 

P' 
sin* 


rig.i 


De  cette  double  série  de  rapports  égaux,  il  serait  aisé  de   tirer,   comme 
vérification,  tous  les  résultats  que  les  suites  (i)  nous  ont  déjà  fournis. 
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3.  Plus  généralement,  désignons  par  (x,  }',  i)  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  du  plan  des  X  Y,  par  rapport  à  un  trièdre  trirectangle 
donné  Oxy:{  ou  T^,  supposé  Jîxe;  par  (a,  b,  c),  (a',  b',  c')  les  cosinus 
directeurs  de  0  X,  OY,  par  rapport  à  ce  même  trièdre,  et  par  (a^ ,  b^,  cj, 
(rt'j,  b[,  c[),  ceux  de  OX^,  OY^;  nous  aurons  les  formules  de  trans- 
formation 

/  x  =  aX  -\-  a'Y  -ir  a"Z  =  a^X^  -{-  a[Y^  +  <^, , 

(3)       }y  =  bx  +  b'Y-^  b"Z  =  b^  A',  +  //.  r.  +  //;z. , 

(  ^  :=  .  X  +  .'  F  +  ."Z  =  c.X,  +  <  r  +  c'IZ^ . 

De  ces  formules,  on  tire  d'abord  les  relations  qui  lient  entr'eux  les 
cosinus  directeurs  des  arêtes  des  deux  trièdres  supplémicntaires.  Il  suffit 
pour  cela  d'y  apporter  les  valeurs  (i)  et  (i'),  successivement,  puis,  d'é- 
galer deux-à-deux  les  coefficients  des  mêmes  variables.  On  trouve  ainsi, 
à  l'instar  de  (2)  et  (2')  : 

ia  —  a'  CCS  4>  =  «j  sin  <ï> , 
a'  —  a  cos  O  —  a\  sin  <I>  ; 

(  rtj  -j-  a\  cos  4>  =  (2  sin  4> , 
^^  ^  \  a\-\-  a^co?,^  =z  a'  sin  <I>  . 

Ces  mêmes  formules  (3)  prises  conjointement  avec  les  systèmes  (i) 
et  (i'),  nous  donnent  aussi  les  cosinus  directeurs  (a,  fi,  y)  de  OA  et 
('^'5  l^'j  T')  "^s  OA'.  On  n'a  effectivement  qu'à  supposer  pr=p'  =  i,  et 
il  vient 

(5)  a  sin  <I>  =  ût  sin  9'  -\-  a'  sin  9  =  ûî^  cos  9  -j-  a[  cos  9', 

(6)  a'  sin  <î>  =  —  a^  sin  9  -|-  a|  sin  9'  =  —  a  cos  9'  -|-  ^'  cos  9 . 
Dans  le  cas  particulier  où  l'angle  <I>  serait  droit,  on  aurait  simplement 

(5')  a  =  fl  cos  9 -|- a' sin  9  , 

(6')  a'  =  —  rt  sin  9  -{-  a'  cos  9  . 

Toutes  les  relations  que  nous  venons  d'établir  sont  générales,  que 
O  soit  aigu  ou  obtus  et  que  9  -j-  9'  =  *î*  scit  une  somme  arithmétique 
ou  géométrique,  pourvu  que  9'  soit  consécutif  de  9,  c'est-à-dire  que  son 
premier  côté  soit  le  second  côté  de  ce  dernier  angle. 
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IL 
Lignes  coordonnées. 

4.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  d'une  surface 
F{x,  y,  :Q  =  o,  pouvant  être  considérées,  comme  des  fonctions  de  deux 
variables  u  et  u',  la  surface  elle-même,  on  le  sait,  peut  être  regardée 
comme  engendrée  par  un  double  système  de  courbes  (j),  (j')  se  coupant 
entr 'elles  rigoureusement,  de  manière  à  produire  un  réseau  continu  de  qua- 
drilatères infinitésimaux  fermés. 


Soient  Mm=^ds  et  Mm'  =  ds',  deux  arcs  élémentaires  des  lignes 
(5)  et  {s').  Si  l'on  suppose  les  cordes  de  ces  arcs  ou  ces  arcs  eux-mêmes 
dirigés  suivant  les  axes  coordonnés  MX,  M  Y  (n°  i),  le  plan  des  XY 
ou  des  X,  7j ,  sera,  au  point  M,  le  plan  tangent  à  la  surface  F. 

En  devenant  (5")  et  {s'")  après  leur  variation,  les  courbes  généra- 
trices se  rencontrent  encore  en  un  nouveau  point  M',  extrémité  de  l'arc 
résultant  dS  et  quatrième  sommet  du  quadrilatère  fermé  MmM'm'.  Mais 
si  l'on  conçoit  que  la  surface  éprouve,  tout  autour  du  point  M,  une  dé- 
formation infiniment  petite  suivant  une  loi  donnée,  alors  m  deviendra  (i 
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et  m'  deviendra  [j.' .  Quant  à  M'  qui  résulte  du  déplacement  des  deux 
lignes  coordonnées  à  la  fois  (et  c'est  là  le  cas  général)  il  se  dédouble 
en  p."  et  fx'". 

Au  lieu  de  la  normale  M' N'  à  la  surface  primitive  F,  en  M',  nous 
aurons  dès-lors  à  considérer  la  ligne  de  jonction  [t."  i>."'  qui,  sans  être 
communément  une  normale  de  la  surface,  aura  toutefois,  par  hypothèse, 
une  direction  bien  déterminée.  Nous  dirons  qu'elle  est  une  pseu do- normale 
par  rapport  à  la  surface  F,  en  faisant  voir  tout-à-l'heure  qu'elle  n'est 
autre  cependant  que  la  verticale  au  plan  horizontal  X  M  Y  pris  dans  la 
position  infiniment  voisine  qui  amène  M  en  M'. 

Rien  n'empêche  du  reste,  pour  le  calcul,  de  substituer  aux  points 
ix"  et  ^y/"  le  pied,  quel  qu'il  soit  exactement,  de  cette  verticale,  puisque 
ces  deux  premiers  points  sont  en  général  distants  d'un  infiniment  petit 
du  2^"^  ordre  du  plan  horizontal  primitif.  Entr'autres  avantages  nous  y 
trouverons  celui  de  pouvoir  remplacer  par  l'aire  du  quadrilatère  fermé 
M  m  M' m'  les  aires  des  deux  triangles  contigus  Mu.  y.'"  et  Aîu-'^i", 
éléments  constitutifs  de  la  pseudo-surface  F  correspondante  à  la  défor- 
mation particulière  considérée. 

On  voit  d'après  cela  que  la  ligne  de  jonction  l>^"  y-'"  ou  la  pseudo- 
normale M' N'  se  trouve,  par  'rapport  au  nouveau  quadrilatère  fermé,  dont 
M'  va  être  le  i^""  sommet,  dans  les  mêmes  conditions  que  la  verticale  MN 
l'est  par  rapport  au  quadrilatère  M  m  M' m'.  Et  comme  ce  dernier  qua- 
drilatère, bien  que  fermé,  n'appartient  pas,  en  général,  rigoureusement 
à  la  surface  F,  les  deux  directions  consécutives  MN,  M'N',  dont  la 
seconde  au  moins  est  une  pseudo-normale  par  rapport  à  F,  pourront,  à 
bon  droit,  être  regardées  comme  deux  vraies  normales  consécutives  de  la 
pseudo-sur  j  ace  F,  et,  par  suite,  comme  les  verticales  à  deux  de  ses  plans 
tangents  infiniment  voisins,  l'un  au  point  M,  l'autre  au  point  M'. 

5.   DÉFINITIONS    ET    NOTATIONS.  —  Soient  -^ ,   -^7    les   premières 

courbures  proprement  dites  ou  absolues  des  lignes  (J)  et  (5')  en  M,  cour- 
bures que  nous  supposerons  portées,  comme  les  rayons  R  qx.  R'  eux 
mêmes,  sur  les  normales  principales  correspondantes  et  qui,  par  consé- 
quent, seront  respectivement  situées  sur  les  faces  Y^MZ  et  X^MZ  du 
trièdre  supplémentaire  MX^Y^Z.  Soient  enfin  dç^,  d^'y  les  angles  de 
contingence.  La  projection  d'un  triangle  isocèle  infinitésimal  ayant  l'unité 
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pour  côté,  sur  l'axe  fixe  0  x,  nous  donnant 

a  -{-  d 7 ^-  cos  (A',  .v)  —  (a  -{-  lia)  =^  0 , 
a'  -f  d':'y  cos  (R\  x)  —  (a'  -j-  du')  =  o  , 

et  sachant,  d  autre  part,  que,  par  dehmtion,  —~-=i—  et  -j-y- =  — , 

on  en  conclut 

da cos  (i?,  a)  da'  cos{R',  .v) 

Si  maintenant,  guidé  par  l'analogie,  on  pose 

dçy         ^  ^'^'\-  I 

~dJ~^~M  '  iT'^W' 
et,  par  suite, 

da'  cos  (i\f,  a)  da    cosÇN',  x) 

d7'~         M         '  ô7~         W~~  ' 

les  nouvelles  courbures  —  ,  jjf  qui  empruntent,  pour    leur    formation, 

l'arc  à  une  série  et  l'angle  de  contingence  à  l'autre,  recevront  convena- 
blement le  nom  de  courbures  corrélatives  ou  alUrnanlcs  des  lignes  coor- 
données (f)  et  (5').  On  voit  en  effet  que,  puisque,  par  hypothèse,  les 
distances  à  l'origine  des  points  m  et  u.  ne  diflèrent  entr'elles    que    d'un 

infiniment  petit  du  second  ordre,  -rj  est  le  rapport,  à  l'arc  d  s,  de  l'an- 
gle de  contingence  dçy  ^^e  font  entr'elles  les  tangentes  menées  aux 
courbes  (5')  et  (5'")  aux  points  M  et  p.,  la  seconde  de  ces  tangentes 
étant  supposée,  selon  l'usage,  transportée  parallèlement  à  elle-même  en  M. 

Pareillement,    -^   est  le   rapport,  à  l'arc  ^5',  de  l'angle  ^7^-  que    font 

les  tangentes  aux  courbes  {s)  et  (5")  en  M  et  ]j.' . 

Mais,  disons-le  tout-de-suite,  il  nous  sera  bien  plus  avantageux  d'in- 
troduire dans  nos  formules  les  projections  de  ces  courbures  sur  le  plan 
horizontal  et  sur  la  verticale  MZ  ou,  autrement  dit,  leurs  composantes 
horizontales  et  verticales. 

Sans  explications  nouvelles,  qui  ne  pourraient  être  que  fastidieuses, 
nous  compléteront,  dès  le  paragraphe  suivant,  le  tableau  de  ces  compo- 

à  a" 
santés  par  l'introduction  de  celles  provenant  des  dérivées  partielles  -3 — , 

ci  a" 

-g-T  y  grâce  à  l'intermédiaire  des  angles  de  contingence  dç^,  dç'^  dûs 

eux-mêmes  aux  couples  de  normales  issues  de  M  et  w,  d'une  part,  de 
M  et  m',  d'autre  part. 
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m. 

Relations  de  première  espèce. 
(Dérivées  partielles). 

6.     I. DÉRlVnES    PARTIELLES    RELATIVES     AUX    ARETES     DU     TRIÈDRE 

MXYZ.—  Désignons  par  (a",  b",  c")  ou  (a",  b" ,  c'/),  équivalemment, 
les  cosinus  directeurs  de  M Z  on  MZ^.  Le  théorème  de  la  projection 
de  la  résultante  et  de  ses  deux  composantes  nous  permet  d'écrire  immé- 
diatement 

d  a    cos  (i^,  x)    a\  a" 


as  R  -   Ry^     '     Rz^ 

,     àa'  _   cos  (M,  x)   _    a'[  a^ 


ba"  cos  (AT",  x)    a^  a\ 

à  a   cos  (A/',  x)  _    a\  a[' 

^^  ^    85'   ~  i^'  ""  i?^^  ~^  R'x,  ' 

ôrt"  _  cos  (M',  x)  ^11  ^'i 

~d7~         M'         "~  MÏ;  "^  MîT  • 

Ceci  posé,  difFérentions,  d'abord   par    rapport  à  s,  puis  à  5',  la  relation 

connue 

Çb)  a  a'  -\~  bb'  -{-  ce'  =  cos  <^', 

il  viendra 

da'     ,    ^^    ,  da  .    ^  d^ 


Zda      ,    y^    ,  da  .    ^ 

a  -^ \-  y  d  -^ —  =  —  sm  0 
as      ^    ■^—      as 


Effectuant  les  calculs,  on  obtient  les  identités  suivantes  : 

I     I       ,     d^ 

,.  ,  ~M7,~~Rr,'^~dT' 

^^  ^ I     _     I  d^ 

R'x,  ~~  A^h"*~  as'  ' 
dont  il  sera  fait  ultérieurement  un  fréquent  usage. 

D'autre  part,  nous  avons  aussi  entre  nos  cosinus   les    deux   autres 
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relations 

(      aa"  -i-bb"  -i-cc"  =  0, 

^^'^                            (  a' a"  -\-  b' b"  ^  c' c"  =0. 
En  les  diBcrcntiant  à  leur  tour  par  rapport  à  5  et  à  s\  on  en  déduit 
sin  <I>  ^^     I     _  sin<ï> i__  _ 

sin  * i_  _  sin<I> \__  _ 

Mï;  +  lvr.~°'  Air.  "^  R'z,  ~°' 

ce  qui  permet  d'éliminer  quatre  composantes  (sur  douze)  et  de  donner, 

.,  .    .      ôa"      èa"     ,     , 
notamment,  aux  dérivées  -.r —  ,  -^—r  ,  la  iorme  qui  suit  : 
'  ds        ds  ^ 

da"    .    ^  a.  a[ 

sin  <[>  =  — 


as    ''''--        «z.        Mz.  • 

^''  ^  da"   .     ,  a,  a' 

sm  <I>  = —  . 

ds'  ''^^  N'z,        R'z, 

7.  Ces  premières  formules  établies,  posons,  pour  en    simplifier   l'é- 
criture et  nous  rapprocher  des  notations  de  la  Cinématique  : 


(7) 


P-  -  Aiz.  ■ 

^'  -        i?z,  ' 

1.  -       N'z,  ' 

''  -  *>•,  • 

"■  -        M.,  ' 

"■  -    a:v.  • 

Substituant  dans  (a),  (a')  et  (ti),  il  vient,  pour  remplacer  le  tout: 

da 


-^sm4>  =a^q^_a.p,, 


conjointement  avec 


da 


n  _  f 


(8')  )  37  =  ^.^, -^.q. 
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ce  second  système  ne  différant  du  premier  que  par  les  accents    de    ses 
composantes.  On  en  tirera  aussitôt 


(9) 

et,  de  même, 
{9') 


p   =  y  a,  -z —  =  —  y  a  -^  , 

^      d  a'I  ^    „  d  a 

^'        ^       as  ^    '  ds   ' 

sr-    ,  da.  ^,r-      da' 


De  là  cette  conclusion  :  que  toute  fonction  des  composantes  p^ ,  q^ ,  ... 
peut  s'exprimer  au  moyen  des  cosinus  (a,  b,  c),  (a',  b',  c')  des  tan- 
gentes aux  lignes  coordonnées  et  des  variations  de  ces  cosinus. 

Observons  enfin,  avant  de  passer    outre^  qu'avec  ces  nouvelles  no- 
tations, les  identités  (c)  deviennent 

8.    IL  DÉRIVÉES    PARTIELLES    RELATIVES    AU    TRIÈDRE    M X^Y^Z. 

Différentions,  par  rapport  à  nos  variables,  les  formules  (4')  ci-dessus  et 
posons  dans  les  résultats 


(II) 


j  psina>  =  p^ -|- q^cos*,  r  =  r^  , 

(  q  sin  a>  =  q^  -{-  p,  cos  a>, ,         n  =  n^  , 


avec  des  expressions  analogues  en  p',  q',  r',  n';  nous  formerons  ainsi 
les  deux  nouveaux  systèmes  de  relations  principales,  corrélatifs  de  (8)  et 
de  (8'),  savoir  : 

— — i.  =z  a  n  —  a    q  , 
os 

(12)  {  -^  =  a"ip-~aT, 

-—  sin  O  =r  a  q  —  a  p  y 
os  -i  r 
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avec 

(12') 

On  en  déduit 
(13) 


da 


J-  —  a'n'  —  a"q' , 


^"'TT- 


et  l'on  a,  en  outre,  pour  correspondre  à  (n)' 
p,  sin  <I>  =  p  —  q  cos  <b ,         r^ 
q^  sin  *  =  q  —  p  cos  <I>  ;         n, 


Oi') 


9,  Au  sujet  de  ces  formules  (11)  et  (i  1'),  il  importe  d'observer  que, 
rapprochées  des  formules  (2'),  elles  démontrent,  à  vue,  que  les  quantités 
p,  q,  r  et  p,,  q,,  r^  peuvent  être  regardées  comme  les  projections  or- 
ihogonaks  d'un  même  segment  issu  de  l'origine  (la  cinématique  en  donne 
aussi  l'explication).  Ainsi  en  est-il  d'ailleurs  pour  p',  q',  r'  et  p|,  q', ,  r', . 

À  ce  point  de  vue,  si  nous  représentons  par  ^,  ^,  r  Qt  p^,  q^,  r^  les 
projections  obliques  qui  correspondent  au  premier,  notamment,  de  ces 
segments,  il  résulte  de  nos  formules  (i)  et  (i')  qu'on  peut  écrire 


(14) 


(14') 


r  =  r  ^  r. 


n  =  n 


n.  =  « . 


p  -\-  q  cos  O  =  p  =  j)j  sin  <I> , 
(/  -}~  i^  *^os  <^  =:  q  =  ^,  sin  <I>  ; 
d'où,  les  relations  inverses 

p^  —  q^  cos  <I>  =  Pj  =  p  sin  * , 
q^  —  p^  cos  <[>  =  q^  =  ^  sin  0  ; 
De  (14)  et  (14')  on  tire  comme  corollaire: 
(15)       P'  -{-  q'  -\-  ^Pq<^os<^  =  p\-\-  q\-  2p^  q^  cos  4>  =  w^^  , 
et  il  est  à  peine  besoin  d'ajouter  que  la  variable  5'  fournirait  pour  w^  des 
résultats  semblables.  La  figure  ci-jointe  présente  du  reste    comme   le  ré- 
sumé de  tout  ce  que  nous  venons  de  dire. 

M 
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10.  a.  À  titre  d'application  de  nos    principales    formules,    on    peut 
former  les  identités  suivantes  : 


da; 

da'; 

ds 

ds' 

^h 

< 

db': 

db': 

b. 

b'. 

ds 

ds' 

I 


sin^  <I> 


(pq'-qp')  =  ^", 


ou,  équivalemment,  à  cause  de  a"  =  rt",  etc., 
da"      da" 


ds        ds' 

db"      db" 

ds        ds' 


a     a 
b     b' 


=  sm^^P''^'-^'P')  =  ^'^ 


C'est  une  double  forme  du    rapport  généralisé  de    Gauss,  relatif  à 
la  courbure  totale  des  surfaces.  On  en  conclut  l'identité 

(^0  pq'  —  qp'^p.q,  — q.p,'. 

qu'on  peut  aussi  écrire  (n°  9)  : 

(lé')  K"^=P.q\  -  gj:  =  Pq'  -  qp'  =  K". 

^.  Ajoutons  que,  grâce  aux  formules  (14),  le  système  général  (8) 
peut  aussi  s'écrire  : 

da  ,  t,     ■    ^ 

=  aj  —  a^qsm^  , 


^gbis^ 


ds 
da' 


=  a':p  sin  <I>  —  a^n  , 


ds 
da" 


(12'''^) 


Le  système  corrélatif  (12)  devient,  à  son  tour, 

-— i  =  a'n,  —  a"  q,  sin  <I> , 
ds  i  11  i 

da. 


=  a   p,  smO  —  flr,, 
ds  ^'  ' 

-^  =  aq,-ap^. 


formules  d'un  maniement  plus  facile  que  celles  dont  elles  proviennent. 
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IV. 

Relations  de  deuxième  espèce. 

(Dérivées   totales). 
II.     I.  —  DÉRIvèES     TOTALES     RELATIVES     AUX     ARÊTES     DU     TRIHDRE 

MXYZ. — Remarquons  d'abord  que  l'arc  MM'  ou  dS  est  une  fonction 
composée  des  deux  variables  indépendantes  s  et  s'  ;  car  l'un  quelconque 
des  triangles  dans  lesquels  se  décompose  le  quadrilatère  infinitésimal 
M  m  M' m'  donne 

/      ds    _    ds'   _    dS 
r^j\  )  sin  9'        sin  9       sin  tp  ' 

(  dS' =  ds'  -\-ds"  -{-  2dsds' cosiP  *). 

D'après  cela,  on  a 

da       da  sm(u'        da    sin  9 
dS  ~~  ds  s'm(i>    '^  ds'  sin  4>  ' 

avec  des  expressions  analogues  pour  -j-ç-  ,      .  .    .  Or,  si    l'on    remplace 

les  dérivées  partielles  des  seconds  membres  par  leurs  valeurs  (8)  et  (8') 
et  qu'on  pose 

(    P,  sin  O  =r  p^  sin  <p'  -|-  p[  sin  «p , 
(^°)  {   Q^  sin  4>  =  q^  sin  cp'  -j-  q'^  sin  cp, 


*)  Formes  diverses  de  l'élément  linéaire  d  S,  utiles  à  connaître  : 
dS'  =  ds^  -\-ds"  -^2dsdsi  cos<P=  T^-^C'^^i  +  '^^'1+  2ds,ds[cos'î>), 

=^  ds]-{-  ds[^  —  2d  s^d  s\  ces  *  =   .   ^      (ds^  -j-  ds'^  —  ids  ds'  ces  <ï>)  . 

Posant 

dsz=  da -\- d(j',  ds'=dG  —  d<7', 

puis 

ds,=dG^-i.dG[^  ds[  =  dG^-dG\, 

il  vient  encore,  successivement  ; 

drr^       .       dc'^  àal  d(j'.' 


dS'  = 


cos^ sin^ sin^ cos* 

2222 


composantes  orthogonales,  égales  deux-à-deux  et  dirigées  suivant  les   bissectrices   des 
axes  coordonnés. 
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ce  qui  entraîne,  notamment,  (14')' 

!P^  =z  p  sin  9'  -{-  p'  sm(^  , 
Q^  =  q  sin  cp'  -f-  q'  sin  9  , 
Kj  Sin  <I>  =  r  sm  <p   -j-  r  sin  (p  , 
Nj  sin  <I>  =  n  sin  9'  -|-  w'  sin  9  , 

on  obtiendra  le  système  résultant  ou  total 

(19)  ^       ^=«:'?, -«.Af.. 

-^sma>=:rt,Q^— a^P,  . 

Comme  vérification,  et  en  vue  surtout  d'une  identité  importante 
qu'elle  nous  amènera,  nous  allons  donner  une  démonstration  à  part  de 
la  dernière  formule  de  ce  système. 

A  cet  effet,  différentions  par  rapport  à  S  la  valeur 

a  a'  -\~  bb'  -{-  ce'  =  cos^ . 
Nous  aurons 

V-    da'    ,    ^r-    ,  d a  .    ^  d^ 

01.  ,    da     da'   ,       ,  .  .  ,  .    , 

Substituant  a  -5-^ ,  -j-^  les  deux  expressions  ci-dessus  (qu  on  sup- 
pose déjà  connues)  on  obtient  l'identité 

(^0)  A-  =  jj.  +  !i|  , 

qui  est  la  généralisation  des  identités  (10)  et  que,  à  cause  de  (p-j-9'  =  <t>, 
l'on  peut  aussi  écrire 

En  s'aidant  de  ce  résultat  dans  la  différentiation,  par  rapport  à  5, 
de  la  formule  connue 

a"  sin  ^  =  bc'  —  cb', 

on  retrouve  pour      ,  ç    la  valeur  donnée  plus  haut. 

12.    IL  DÉRIVÉES     TOTALES     RELATIVES     AUX     ARÊTES     DU     TRIÈDRE 

M  Xj  Fj  Z.  —  Nous  partirons  des  égalités  suivantes  : 
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da^  _  djr^  sin <p'    ,    da^  siny 
TS  ~'dT  sin  a>    '    a  s'  sin  *  ' 


Après  y  avoir  substitué  les  valeurs  (12)  et  (12'),    on    est    conduit 
à  poser 

i    P  sin  <I>  =  p  sin  9'  -f-  p'  sin  9 , 
(-0  S    ^sin  <I>  =  q  sin<p' -f- q' sin  9, 


ce  qui  entraine,  entr'autres  formes  celle-ci,  (14): 

P  =  p^  sin  9'  -f-  p[  sin  <p  , 

,  Q=Ç^  sin  cp'  +  q[  sin  cp , 

^'^  J  j   i?  sin  <I>  =  Tj  sin  9'  -|-  ''[  sin  9  , 

N  sin  <I>  =:  »j  sin  9'  -|-  fi[  sin  9 . 

Finalement,  il  vient  comme  système  total,  corrélatif  de  (19): 

^J^  =  a'N-a"Q,    . 

(22)  {  d^  =  a"P-aR, 

^smiP  =  aQ  —  a'P. 
dS 

Voici,  pour  terminer  ce  chapitre,  quelques  remarques  : 

ce.  Du  double  calcul  qui  précède,  on  conclut,  par  analogie  avec  (9)  : 

(-")      P=I«"^-  =  -I«'/^  =  ^(P.  +  2.cos*). 

(i.  En  rapprochant  les  expressions  diverses  des  dérivées  partielles  ou 
totales  des  cosinus  directeurs  relatifs  à  la  normale  MN,  on  a  : 

dn"  .  ,  da'; 

f  n-s     i  da"  ,         ,    ,  ,  ,   ,        Ba" 

-^  sin  ^  ^a^O^—  a'P^=aO  —  a'P  =  4^  sin  <I> . 


Chapitre  IL 

COURBURES  DE  DIVERS  ORDRES  D'UNE  LIGNE  QUELCONQUE 
TRACÉE  SUR  UNE  PSEUDO-SURFACE. 


L 

Application  des  relations  précédentes  à  l'analyse  des  premières 
courbures  ou  déviations  d'une  ligne  quelconque  tracée  sur 
une  pseudo-surface. 

13.  Lorsque,  sur  la  pseudo-surface  F,  tangente,  à  l'origine,  au  plan 
des  X  Y,  on  passe  du  point  M  au  point  infiniment  voisin  M',  dans  la 
direction  MA,  la  variation  de  cette  tangente  MA,  menée  à  la  courbe 
résuUaiite  (S),  produite  elle-même  par  les  lignes  coordonnées  (5)  et  (5'), 
détermine  la  variation  simultanée  de  la  verticale  M  N  cl  celle  de  la  tan- 
gente MA'  à  la  trajectoire  orthogonale  de  (5). 

Désignons  par  dn,  rf  u,  dt  les  angles  de  contingence  ainsi  engendrés 
et  posons 

I     d'y  I     Jo  I  ^e 

7:^75'  7:^15'  '^^js- 

Dans  —  ,  on  reconnaît  la  première  courbure  proprement  dite  de  la  li- 

gne  (S).  Nous  1  appellerons,  plus  spécialement  ici,  la  déviation  initiale  ou 
donnée.  Pour  en  simplifier  la  notation,  nous  conviendrons  de  la  désigner 

aussi  par  —  ,  toutes  les  fois  que  la  symétrie  des  formules  n'exigera  pas 

P 
l'indice. 

Quant  aux  deux  autres  courbures,  nous  les  qualifierons  respective- 
ment de  déviation  borixpntaJc  et  de  déviation  verticale  de  cette  même  li- 
gne (S),  à  cause  du  lien  de  dépendance  qui  les    rattache  à  sa  tangente 
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MA.  Il  s'agit  de  décomposer  ces  trois  déviations  en  leurs  éléments  con- 
stitutifs. 

1°  Déviation  initial e.  —  Rappelons  d'abord  que  les  cosinus  directeurs 
de  MA  et  de  MA'  étant,  respectivement,  (a,  '^i,  y),  (a',  [i',  y'),  les  for- 
mules préliminaires  (5)  et  (6)  nous  en  ont  fait  connaître  une  doubb 
expression. 

Cela  étant,  soient  Ça^,  b^,  c„)  les  cosinus  d, recteurs  de  la  norn.ali 
principale  MB  (Fig.  2)  de  la  courbe  (5).  On  a  les  relations  connues: 

S.  —  h.  =  l^  =  ^  =-1-  =1^ 

dcL        à^        dy        |/ja'-j_  Jji^_|_^y^        dG        dS' 

à  y. 
Nous  sommes  ainsi  conduit  à  calculer  j-ç  ,  par  exemple,  en   fonc- 
tion des  diverses  courbures,  en  M,  des  lignes  coordonnées  et  de  la  va- 
riation de  l'angle  ^.  Or,  d'après  (5), 

sinç'  , 

a  =  a-. — ^  +  a 

ctr\    n\        > 


sm  <I>    '        sin  <I> 

par  conséquent 

doL  ^a  sin^'       Jfl'   sinç    .        d    /sin  9' 


+ 


in<I>    '       ii5\sin<I>/    '        ^5  \sin  <I>/ 


rf  5         dS  sin  <I>    '    J  S  sin 

Substituant  à  -fc  ^  ~rc    ^^^^  valeur  (19)  et  développant    les    deuK 

dernières  dérivées,  on  trouve,  eu  égard  aux  relations  (18')  et  à  l'iden- 
tité (20), 


Posons 

(23) 

il  viendra 

et,  par  suite. 


P'  '^  dS  ' 

sin  <^        _,    .  ^  . 

-y7-=  P  sm9  —  ^,  sin^'; 

Ainsi,  par  les  formules  (23),  nous  connaissons  les  expressions  générales 
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des    deux   composantes,    horizontale  et  verticale,  de  la  déviation  donnée 

I  I 

—  ,  ou  —  . 

Comme  corollaire,  on  voit  que  1  on  a  aussi 

dv.  X—     ^a' 


Y  =  ^''Ts=-^'-  dS  ' 

I  \-  n  dv-  y-    da" 

yT  =  X^  js  =  -  z.'^-ds-' 

2°  Déviation  horixpnîaJe. —  Soit  MC  (fig.  4)  la  direction  du  rayon 
p,^  de  cette  nouvelle  courbure,  direction  nécessairement  située  dans  le 
plan  normal  N  M  A.  Représentons  par  (a^,  [i^,  yj  les  cosinus  directeurs; 
nous  aurons 

^-u    ^    !^.    ^   ïu    ^  I  ^J_^A 

dcc'        dP'        dY        ydof."-{~d{i"-\-dY"       ^"^        ^^  ' 

dy.' 
Il  s'agit  de  calculer    -j^  •  Or,  d'après  (6), 

cos  o'    ,      ,  cos  9 
a   =  —  a    .     '    -4-  a  —. — ^  . 
sm  <I>     '        sin  *I> 


Différentiant,  on  trouve,  après  réductions  : 

da'  _ 
dS  ~ 

Posant  ensuite 


"■  (*■  +  %)  +  ^^^'  '°'  ^  +  2.  ""'  "/)  • 


,     N  sin  O  I    n  ' 

(24)  -^  =  P,  cos  9  -f-  Q^  cos  9  , 

Po 

il  vient 

dy.'  _         7  a" 

dS-         P'  "^   P.  ' 
d'où 


On  en  déduit 

d  y'         sr-    ,  d  y. 


-7-  =  —   >a-— r—   >a 


p'    ~         ^  '  dS   ~~  ^  '    dS    ' 

dy'  X—    .da" 

=  y  a" 

Po 


3"  Dévialioii  verticale.  —  Désignons  par  ME  (Fig.  4),  la    direction 
du  rayon  p^  de  cette  courbure,  et  soient  (a^,  [i^,  yj  ses  cosinus  direc- 
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teurs.  Comme  ceux  de  M N  sont  Ça",  b",  c"),  nous  avons 

-^  =  -^  =  -^  =  I  ^  _£_  ^  ii_  *>) 

da"        db"        de"         yda'"  -\-  db'"  -{-  de"       dt        dS    ^' 

3        II 

Il  n'y  a  pas  lieu  ici  de  calculer  „  qui  nous  est  donné  directe- 
ment par  la  troisième  des  formules  (19),  savoir  : 

75-  sm  0)  =  a^  Q^  -  a,P,. 

D'autre  part,  des  formules  (5)  et  (6),  on  tire 

a^^=.  CL  sin  9'  —  a'  cos  o', 

rt'j  :=:  a  sin  9  -|-  a'  cos  o  . 
Substituant,  on  a 

A  n" 

-j-^  sin  <I>  =  —  a  (Pj  sin  9  —  0,  sin  9')  —  ^'(-^i  ^°^  ?  +  C  *^os  9'), 
ou  encore,  d'après  (23)  et  (24)  : 

d  a"  a  a' 

~Ts~^7^  +  77  ■ 

On  en  déduit 

I  .^  ,da"         V-    ,,^^' 

Po  —     dS  "^       dS 

En  résumé,  si  l'on  observe  que  — ^  est  une  courbure  de  niveau, 
-77,  une  courbure  de  profil  et  -^,  une  courbure  de  front,  on  peut  dire: 

T  J  '      •        •  •      •    •     1  ^'^ 

a.  La  déviation  mitiale  est  la  résultante  orthogonale  de  la  première 
courbure  de  niveau  et  de  la  première  courbure  de  profil. 

^.  La  déviation  horizontale  est  la  résultante  orthogonale  de  la  pre- 
mière courbure  de  niveau  et  de  la  première  courbure  de  front. 


avec 


*)  On  observera  que  l'arc  d-j,  non  moins  que  l'arc  ds,  est  une  représentation 
sphèriqiie  ou  une  ima^^e  de  l'arc  d  S.  K  et  point  de  vue,  la  notation,  très  expressive, 
d1,  comàendrait  au  premier  de  ces  arcs  tout  aussi  bien  qu'au  second,  si  l'usage  n'en 
avait  jusqu'ici  décidé  autrement. 
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y.  La  déviation  verticale  est  la  résultante  orthogonale  de  la  première 
courbure  de  profil  et  de  la  première  courbure  de  front. 


A'  :/' 


14.  Donnons,  avant  de  terminer,  quelques  expressions  fort  utiles  de 
ces  courbures  élémcîîtaires  que  nos  calculs  viennent  de  mettre  en  évidence. 

A  cet  effet,  représentons  par  zô,  l'angle  aigu  du  plan  osculateur 
AMB  de  la  ligne  (S)  et  du  plan  de  profil;  par  /  ,  l'angle  aigu  du  plan 
A' M  C  de  la  déviation  horizontale  et  du  plan  de  front;  par  ^j/,  l'angle 
aigu  du  plan  K  M  E  de  la  déviation  verticale  et  du  plan  de  profil,  nous 
pourrons,  comme  conséquence  des  valeurs  trouvées,  écrire  les  trois  systè- 
mes suivants  : 


(25) 


sm  zs 

COS  ST 


cos 

'L 

p. 

> 

sin 

Z 

cos  ^ 


Pu 


P  Pe 

I     sin  '^ 

Po     "         Pe 


et,  par  suite,  les  trois  équations 
(25') 


i         smz:j  dn  ^=  —  sin  y^d^  , 
<   —  cos  'h  dz 


cos  /  J  u 
I 


cos  zô  dn  . 
sin  '^  dt; 


d'où  l'on  voit  qu'en  supposant  —  et  J  a  positifs,  il  est  nécessaire  (puis- 

Pa 

que  les  angles  zs,  /.,  ^  ont  été  choisis    aigus)    que    les    quantités    -j-  , 

Pu 

— ,  ^u,  dt  soient  désormais  considérées    dans    nos    formules    comme 

.^^  ,.  . 

niipliciîement  négatives. 
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Des  égalités  précédentes,  nous  déduisons  cette  relation  fort  simple 

(26)  tg^^tg/.tg^, 

laquelle  donne  lieu  à  l'énoncé  suivant. 

Tm'iORKMH.  —  En  tout  point  d'une  courbe  quelconque  a[partenant  à 
une  pseudo-surface  :  1°  le  plan  tancent  ou  horizontal  et  le  plan  de  la  dé- 
viation donnée  :  2°  le  plan  de  front  et  le  plan  de  la  déviation  hori:(ontale  : 
f  le  plan  de  profil  et  le  plan  de  la  déviation  verticale,  forment  entr'eux 
trois  angles  tels  que,  si,  dans  chaque  couple,  on  prend  l'angle  aigu  corres- 
pondait le  produit  de  leurs  tangntes  trigonométriques  est  toujours  égal  à 
l'unité. 

Corollaire.  —  Des  trois  systèmes  (25),  on  peut  déduire  aussi  l'ex- 
pression de  chacune  des  différentielles  dzô,  dy,  d^l,  en  fonction  des  trois 

courbures  élémentaires  — 7- ,  -77  ,  —    et  de  leurs    variations.  On  a,  en 

P  P  ?o 

effet, 

Pu       ^'  p  \    Po  /  Po        V   p     / 

Pe  Po       V  P      /  P  \  Po  / 

Pa  Pu  "  Pe 

dz!! dy  d<b 

~         ■ ' T  .:.,  .  ,1,    ' 


d'où 
ou  bien 


sm  2  7z       sin  2  y        sm  2  y 

relation  différentielle  qu'on  peut,  comme  vérification,  déduire  directement 
de  l'équation  (26). 

IL 
De  quelques  formes  remarquables  de  la  déviation  verticale. 

15.  Il  résulte  du  paragraphe  précédent  que  l'on  a 
cos  d>  I  I 


,     .  ,  ro  r  sin  *I> 

(27) 

sui  01  I 


(Pj  sin  9  —  Oj  sin  9')  , 


—  =  —■ — r-  (P,  cos  9  +  ^,  cos  9') 
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On  en  tire 

(28)  ^^^  3^  P^  _}_  0;  +  2  P^  ^,  cos  a>  =  i2^  sm^<I> . 

C'est  une  première  expression  générale  de  la  déviation  verticale  de 
Il  ligne  (S).  Quand  les  lignes  coordonnées  sont  rectangulaires,  elle  de- 
vient (  en  observant  que  —  est  une  abréviation  de  —  i  : 

\  Pç  Pe,5/ 

(28')  —^  =^  (/?  cos  o  -|-  p'  sin  9)'  -\-  (q  cos  o  -\-  q'  sin  cp)". 

Faisons,  dans  la  formule  (28),  0  =  0,  o' =<î>,  puis,  9  :=<!>,  ç'^o; 
nous  obtiendrons  pour  les  déviations  verticales  relatives  aux  lignes  coor- 
données (fig.  3)  : 

(     ir  =  P'  -{-  q'  -i-  2pq  COS<V  =  0,],, 

(29)  ^;'^ 

(      p-^=r  +^"+2p'^'cOS<î>=:C.^ 

En  désignant  par  V"  l'angle  ('-o^  ,  oj^),  on  en  conclut  cette  seconde 
expression  de  —j-  (voir  n°  50)  : 

f  £ 

sin^4> 
(28")   — 5 —  =  (0^  sin^  9'  -|-  ^2  sin^  o  -j-  2  oi^  co^  sin  9  sin  o'  cos  V", 

avec  cette  remarque,  particulière  à  V",  savoir  :  que  l'on  a 

(c)         ^2  ^4  *^os  V"  sin  O  =  p^p'-f  q_q'  =  pp;-|-qq;, 

(e)        oj^o^sinV'sinO)  =  pq'  _  qp'  =r  p^  qj  —  q^p]  =r  K". 

Il  est  facile  de  dégager  les  courbures  de  front  qui  entrent  dans  les 
formules  (29)  ci-dessus.  Il  suffit  pour  cela  de  remonter  à  la  valeur  (24) 

de  —  ou  —  : 

Po  ?o,5 

sin<t> 


(p  sin  9'  -f-  p'  sin  9)  cos  9  -j-  (^  sin  9'  -j-  q'  sin  9)  cos  9', 

Po 

et  d'y  introduire,  l'une  après  l'autre,  les  hypothèses  faites  plus  haut.  On 
trouve  ainsi  (14) 

—  =  /)  4-  ^  cos  O  =  p  =  p^  sin  <I> , 
(30)                   {     '°" 

—  =  ^'  -j-  p'  cos  <ï>  r=  q'  =  q[  sin  <I>  ; 

Po,;' 
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et  l'on  vérifie  aisément  que  l'on  a  bien 
I 


?o,s  ^Z 


Pe,s'  ^Z  Po.s' 

Cherchons  une  troisième  expression    générale    de   —  ,    laquelle  ne 

p 

nous  offrira  pas  moins  d'avantages,  dans  la  suite,  que  les  premières. 

A  cet  elFet,  observons  d'abord  que  la  projection  M'Q  (Fig.  5)  de 
la  pseudo-normale  M' K'  (n°  i)  sur  le  plan  horizontal  est  une  droite 
parallèle  à  ME.  Abaissons  sur  elle  la  perpendiculaire  ME',  et  soit  H 
leur  point  de  rencontre.  M  H  sera  alors  la  projection  de  la  plus  courte 
distance  LK  des  deux  droites  MN  et  M'A''. 


Soient  k,  k'  les  traces  de  M' N'  sur  les  plans  normaux  N  M  X, 
N M  Y.  Désignons  par  /j,  h'  les  projections  de  ces  traces  sur  le  plan 
horizontal  et  posons  kh  =  ^^,  k'h'^=^t[.  Des  triangles  Mkh  et  M' M  h, 
on  tire  (n°  14) 

'   Ps         sm  (^  —  <p) 
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et,  par  suite, 

sin  (<!  —  cp) sin  9 

9.      ^T' 

On  obtiendrait  de  même 

sin  (^  -|-  «^') sin  9' 

^j  étant  ici  implicitement  négatif  et  C,  positif. 
Cela  posé,  les  formules  (27)  nous  donnent 

sin  (^  —  <p)  sin  cp        cos  9         sin  cp 

sin  (<];  -|-  9') sin  9'         cos  9'  sin  9' 


Pe  P"         '  Pc  C,       ' 

puis,  d'après  (22")  et  (21'), 

(31)  <      . 

/   -  ^^  =  ^l^C^'  +  ^^  "'^^  *)  =  ô  =  </,  sin  9'  +  ^;  sin  9. 

D'autre  part,  la  troisième  des  formules  (22)  pouvant  s'écrire 
sin<I> 


'       Pe 

revient  à 


=  aQ  —  a'P, 


sin  O          sin  9'    ,      ,  sin  9 
—  a, =  a  —yr r  ^     y      • 

0  ce 

TE  ^I  ^I 

On  en  tire  immédiatement  l'expression  cherchée,  savoir  : 

sin^a>  _  sin-9        siiro'           sin  9  sin  9' 
C2b    j  — ^-  —  -^  -f-  -^73 1-  2  -^^ ^  cos  «P . 

Comme  vérification,  on  a  aussi^  (21)  et  (31): 

?iî^=  P^-|-  Q^  — 2PQcos*I»  =  i2^sin^O; 

Pe 

ce  qui  concorde  pleinement  avec  l'expression  (28),  et  nous  fournit,  par 
surcroit,  la  formule  mixte  suivante  : 
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m. 

Des  composantes  générales  de  la  déviation  verticale. 

i6.  Soit  MA-  une  semi-droite  menée  par  le  point  M  dans  le  plan 
horizontal  et  faisant,  dans  le  sens  direct,  avec  MA  un  angle  quelconque 
i,  consécutif  de  ^j;  ;  le  système  (27)  nous  donne 

cos  (^  -{-  i)  cos  i        sin  ï 

Si  maintenant  on  remplace  dans  cette  formule  i  par  i ,  ce  qui 

revient  à  considérer  une  seconde  droite  MA.  telle  que  M A^  soit  élevée 
par  rapport  à  elle  dans  le  sens  direct,  on  trouve 

sin  C*]^  -f"  0  ^"^  ^    i_  *-°^  ^ 

(33)  ■       ^'      "^    ^ 


-^[P^cos(f  +  ,)-\-Q.cos(^'-i)l 


sm' 
On  est  ainsi  conduit  à  poser 

cos  (^  -\-  i)   I  sin  (<\>  -]-  7) i 

Pe  ?t,i  Pe  Pe,; 

puisqu'il  est  évident  que  ces  quantités  ne  sont  autres  que  les  projections 
positives  ou  négatives  (selon  la   valeur    qu'on    donne  à  î)  de  —  ,  soit 

sur  MA-,  soit  sur  MA-.  Pour  abréger,  nous  les   représenterons    sim- 

1  I         I 

plement  par  —  ,  — . 

P-        P  • 
Leur  variation  est  facile  à  suivre  ;  car  si,  parmii  les  valeurs  que  l'on 
peut  attribuer  à  YobUqnilé  i,  on  choisit  les  suivantes  : 

--.        -'1'.        o.         — -  +  .        -. 

qui  correspondent  aux  directions  —MA',  ME,  MA,  ME',  MA',  les 

projections  de  — ,  —  prendront  les  valeurs  simultanées  : 

P.-        Py 


I 

I 

p"  ' 

0, 

Po 

I 

I 

I 

Po     ' 

77' 

?" 
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I  I 


I 

777  } 


17.  Propriétés  de  ces  compos.\xtes. —  1°  Si  l'on  développe  la  for- 
mule (32)  après  y  avoir  exprimé  les  cosinus  en  fonction  des  sinus,  il 
viendra 

Îsiii^  <I> 
— ~ —  ^  (p  sin  /  —  q^  COS  i)  sin^  9' 
-f-  [(q  -j-  p')  sin  i  -j-  (Pi  —  q,')  cos  i]  sin  9  sin  o' 
-)-  (q'  sin  i  -j-  pj  cos  Q  sin''  9. 

On    en    déduira    —    en  y  changeant   i   en    i — ,    ce    qui   donnera 

une  expression  de  même  forme.  Etant,  toutes  les  deux,  homogènes  en 
sin  9',  sin  9,  sin  4>,  on  pourra,  au  besoin,  y  remplacer  les  sinus  par  les 
arcs  proportionnels  ds,  ds',  dS. 

2°  Menons  les  plans  normaux  NMA-,  NMA..  Soient  k.,  k-  les 
traces  de  la  pseudo-normale  M' N'  sur  ces  plans  et  Jy ,  /; .  les  projections 
horizontales  de  ces  traces.  On  obtiendra,  ou  par  la  considération  de 
nouveaux  triangles,  ou  bien  en  posant  simplement  dans  les  valeurs  trou- 
vées au  n°  15:  9  =  —^ i  et  9' =  t,  les  formules  suivantes: 


COS  ('!;  4-  0 

Pc 

COS  i          1 

sin  (^  +  i) 

Ps 

sin  i         I 

p; 

(32") 

(33") 


dans  lesquelles  ^-  et  ^.  sont  les  deux  ordonnées  k.h.  et  kh.  construites 
dans  les  mêmes  conditions  -que  ^  et  ^^ . 
3°  Du  système  (31),  on  tire 

/         ^   .     .        sin9'    ,     sin  9         . 
i    —  ^  sm  0  =  -yr-  H y-^  cos  <I> , 

(34)  .'' 

I         n  ■    ^        sm  9        Sin  9' 

f         P  sm  <I>  =     ^  ^  -j pr^  COS  <I> . 

Or  si  l'on  substitue  ces  expressions  dans  la  formule  (27),  on  trouve 
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(32    )         -y-  sin  <I>  =  -y^  cos  (cp  —  i)  +  -^^-  cos  (9  +  î)  , 

.     ,,,-         sin  î    .     .        sincp    .     ,  ,        ..        sin  ©'   .  .. 

{y:,") ^  sin  4>  = -^  siii  (9  —  0 ^sinCf  +  z); 

II,.,.  II 

ce  qui  exprime  -y- ,   y-  luieaireinent   en   y-  ,   -p-  . 


IV. 

Secondes  courbures  ou  flexions  d'une  ligne  quelconque 
tracée  sur  une  pseudo-surface. 

(Méthode  géontétrique) . 

18.  Soient  MABB',  MA'CC,  M  NEE'  les  trièdres  trirectangles 
relatifs  aux  trois  déviations  (n°  13).  Afin  d'obtenir  des  résultats  plus 
symétriques,  nous  supposerons  que,  dans  le  second,  la  disposition  des 
arêtes  est  inverse,  ainsi  que  la  Fig.  4  l'indique  d'ailleurs. 

Désignons  par  (a; ,  (i; ,  y;),  (a^  ,  <^'^  ,  y,;^),  (a; ,  '^^ ,  y!)  les  cosinus 
directeurs  des  trois  arêtes  MB',  MC,  ME'  de  ces  trièdres.  D'après  ce 
qui  a  été  vu  au  n°  14,  nous  pouvons  écrire 

/    cos(N,  B')  =  a"y:,-{-^"K-\-c"Yo  =  smr;j, 

i35)  cos  (N,  C)  =  «"<+/;"  ^^:  -I-  c"  y;  =  sin  i , 

(    cos  {J,   E')  =:  a  a;  -|-  (i  [i;  -f-  y  y;  =  sin  ^  , 

avec  les  reLitions  subséquentes  que  nous  fournit  la  théorie  ordinaire  des 
courbes  gauches  (laquelle,  on  le  sait,  n'implique  en  rien  celle  des  surfa- 
ces), relations  qu'on  peut  obtenir,  du  reste,  directement,  en  projetant 
sur  les  axes  coordonnés  divers  triangles  isocèles  infinitésimaux  (n°  5) 
dont  la  base  est  la  corde  de  l'arc  qui  mesure  l'angle  de  contingence  cor- 
respondant, savoir  : 


da.    z=z  cc^du  , 

dcL'^  =  cc^dr^, 

dx'   =  a^^u  , 

dK  =  y-^dr^y 

da"  =  oiât^ 

d  a'  =z  Cf.  dT, . 

Nous  avons  représenté  dans  ce  tableau  par  tir^,  ^t^,  ^t^  les  an- 
gles de  contingence  relatifs  aux  variations  des  troisièmes  arêtes  des  triè- 
dres précédents. 
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D'autre  part,  la  trigonométrie  sphérique  nous  donne 
cos  (£",  B')  =  cos  2ô  sin  ^  , 
cos  (£",  C)  ^  —  cos  y  cos  '| , 
cos  {B,  £"')  =  sin  zô  cos  J; . 
Diftéren liant  les  formules  ($)),  il  \'ient 

/  d-^  =:  dzs  —  sin  (!/  J  s  , 
(36)  ^  J T,^  =  (i y^  —  cos r;ô do  , 

\   d  T^  =:  dii  —  sin  zô  d  a  , 
ou  bien,  en  introduisant  les  rayons  de  seconde  courbure  : 

I    dzô  I 


(36') 


ÉA_±. 
dS        p"  ' 

ii  __L 

^5         ?'  • 


Nous  donnerons  à  ces  nouvelles  courbures  les  noms  respectifs  de 
flexions  i°  de  front,  2"  de  profil,  3°  de  niveau,  parce  qu'elles  sont  si- 
tuées, comme  les  courbures  élémentaires  correspondantes,  dans  les  plans 
de  même  désinence. 

Dans  —  ,  on  reconnaît  la  torsion  de  la  ligne  (S).  Sauf  raison  ac- 
cidentelle de  symétrie,  nous  la  représenterons  plus  commodément  par  —  . 


V. 


Expressions  analj^iques  des  trois  flexions  et  de  leurs 
composantes  orthogonales. 

19.  1°  Flexion  de  front. — Nous  commençons  par  cette  seconde 
courbure  parce  que,  à  la  manière  de  la  déviation  initiale,  elle  est  intrin- 
sèque à  la  ligne  (S)  et  n'est  pas,  comn;e  les  deux  autres,  introduite  par 
la  pseudo-surface  F  sur  laquelle  elle  se  trouve  située. 

Soient  donc  (a^ ,  (i^ ,  y^)  et  (a^ ,  % ,  y'^)  les  cosinus  directeurs  de 
la  normale  principale  MB  et  de  l'axe  MB'  du  plan  osculateur  de  (S). 
D'après  les  formules  préliminaires  (6')  et  (5'),  on  a,  dans  le  plan  nor- 
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mal  NMA' 


et,  par  suite, 


7.'^  =^  —  a'  cos  w  -}-  a"  sin  zs  , 
a^  =  a'  sin  ^^^  -j-  n"  cos  zs  , 

a    cos  9'         a'    cos  9         a" 
)"    sin  <!>     '      q' 


(f)-iû^(^.-^ï  +  a-s'/). 


p  p"   sin4>         p"    sin  <!»     '      p 

r   dcc'^  a^  rt    coscp'  a'    cos  9  rt" 

~p~  U  ~  'y  ~~         p  TinT^^     •"  y  sin  «t»"    '     p" 

Différentiant  la  première,  nous  connaîtrons    deux    valeurs    distinctes    de 

-^  .  Égalant  entr'eux  les  coefficients  de  a",  la  question  se   trouve 

9     àS         °  _  _  ^ 

résolue;  car  cette  condition  d'égalité  revient  à 

I    _  p"     d 
T    ~   ^'    dS 

Ajoutons  que  si,  après  avoir  formé  pour  les  coefficients  a  et  a' 
deux  expressions  analogues,  on  multipliait  la  première  par  sin  9,  la  se- 
conde, par  sin  9'  et  qu'on  les    ajoutât,    on    trouverait    comme    seconde 

expression  de  l'inconnue  —  : 

—  =  -  — -/V  (47'!  - -^(i",  cos  9  +  0,  cos  9') . 
T  p     J5  \p    /        sin  <î)^   '        T    I    ~,        T  y 

On  constate  l'identité  de  ces  deux  valeurs  en  différentiant  les  relations 

p  1=  p'  sin  37  =:  p"  cos  w  , 

ce  qui  mène  à  cette  troisième  forme  que  nous  avions  surtout  en  vue  : 

I  dî^  ^      ro  I    /n  '\ 

OU  enfin  (24) 

I    dzs  I 

r    ~~  dS  p„   • 

Il  importe  de  remarquer  ici  que  les  rayons  dé  torsion  t  et  de  dé- 
viation initiale  p  coïncident,  en  direction,  suivant  MB  puisqu'on  a 

dv.  .        . 

^a  =  P-^  =  œs(p,  a), 


^^  =  rjj  =  cos(t,  A-), 


On  en  conclut  ces  relations  parfois  utiles  entre   leurs   composantes 
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de  même  nom  (n°  21): 

r  r'  r" 

P       _       P        __     P 

T  t'  t"    ' 

2°  Flexion  de  profil. — Les  cosinus  directeurs  de  M  C  et  M  C  étant 
respectivement  (a^ ,  ^^  ,  yj  et  (a,^ ,  ^'^ ,  yj),  nos  formules  appliquées  à 
ces  directions,  dans  le  plan  N  M  A,  nous  donnent 

a^  =  —  3^  ^~os  y  ~\-  a"  sin  y  , 

a,^  =r  a  sin  y  -\-  a"  cos  y  , 

et,  par  suite  (25),  on  a 

cf.l  a    sin(p'         a'  sin  9     i_  ^" 

T^j  dv-l  a^  a    sin  cp'         a'  sin  9         «" 

Pu    à  S  p,^  p'  sin  O         p'  sin  <I>  ~   p^ 

Diftérentiant  la  première  et  égalant  entr'eux,  ici  encore,  les  coefficients 

de  a"  dans  les  deux  expressions  de r^-,  on  trouve  immédiatement 

p,^  cl  b 

--  =  —  --  4c  (-t)  -  -^(P.  sin  9-Q,  sin  9')  . 

T,^  p^    JS   \  p'  /        sin<D^    '        ^        ^'        ^  ^ 

Une  combinaison  convenable  des  conditions  relatives  à  a  et  a'  don- 
nerait 

4-  ^~4cr(-A  —-^(P  sin©—  O  sin  9'); 

et  comme  on  a 

Pu  =  Pocosx  =  —  p'sinx, 
on  en  conclut 

I  dy  I      ,„    .  rt    ■      '\ 

—  =  -Te ■ — î:  (  ",  sin  9  —  Oj  sm  9  )  , 

ou  enfin 

I    dy  I 

comme  précédemment  (36'). 

Quant  aux  composantes  suivant  M N  et  — MA,  la  coïncidence,  en 
direction,  des  rayons  p,^  et  t^,  suivant  M  C,  permet  d'écrire 


avec  p^  =  p^  et  p,  =  —  p 


f^ 

_     Pu 

_    Pu 

T, 

T, 

T.'."  ' 
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3°  Flexion'  de  niveau.  —  Il  nous  f:uit  partir  ici  des  cosinus  direc- 
teurs (a^,  [i, ,  yJ  de  ME  et  (a^ ,  {t[ ,  y't)  ^^  ^^^'-  O''  ^^^  ^ 

y.[  =  a'  cos  «l  -|-  5:  sin  (j/ , 

a^  =  —  a'  sin  '\i  -\-  v  cos  '!/ , 
et,  par  conséquent, 

a[  a    cos  9'  a'  cos  9  a 

Pj  P"    sintl>         c"  sin  <1>  "■     p^   ' 

Tj    Ja^   a^   a    cos  0'  rt'  cos  o  a 

Pe    ^-5  ~   Pe    "    Po    sin<I>  p„  sin<I>        p"  ' 

Si  l'on  différentie  la  première  et  qu'on  égale  les  coefficients  de  a", 

on  retombe  simplement  sur  la  valeur  connue  de  —  .    Il   devient   donc 

p£ 
nécessaire,  et  non  plus  facultatif,  comme  dans  les    deux    premiers    cas, 

de  combiner  entr'elles  les  conditions  que  l'on  obtient  en  égalant    deux- 
à-deux  les  coefficients,  soit  de  a,  soit  de  a'.  On  trouvera  ainsi 


(37)    ~ 


_  p; 


sin^<]^ 


-  j    - 

CPP   —  K"  sin  o'  cos  o)  -~ 

do' 
—  (QQi  —  i^"sin'p  cos  oOtV 


(^.+^.1) 


d'où  l'on  voit  que,  pour  que  la  concordance  de  nos  formules  soit  ma- 
nifeste, il  nous  reste  à  montrer  que  cette  dernière  équivaut  à 

T^  ~'  dS         p'   ■ 

A  cet  effet,  remarquons  d'abord  qu'en  désignant  par  oj  et  w'  les 
angles  que  fait  ME'  avec  les  axes  coordonnés,  on  a,  dans  les  conditions 
de  figure  où  nous  nous  sommes  placés  (n°  14)  : 


(3«) 


d'où  l'on  tire 

(38') 


(^    d to  =  ii^p   —  ^0  , 
\    Jco'=  do'J^  d-b-, 

double  système  dont  chacun  ne  fournit  plus  qu'une  équation    lorsqu'on 
suppose  les  coordonnées  rectangulaires. 

D'autre  part,  pour  ce  même  cas  d'orthogonalité,  l'équation  (37)  se 
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réduit  (23)  à 


-  =  b-f.(pi  -ip)]js-Y' 


Pj  étant  alors  donné  (28')  par  la  formule 

— ^  =  (p  ces  '-p  -|-  j^'  sin  9)^  -j-  Çq  cos  cp  -j-  ^'  sin  9)^ . 
La  question  est  donc  ramenée  à  prouver  que  l'on  a  identiquement 

ou,  mieux  encore, 

Or,  si  l'on  intègre  cette  expression,  on  trouve 

(39)  ^  —  (/>  tg  oj  —  q'  tg  o)  —  p'  tg  OJ  tg  cp  =  0. 

Posant  tg  (p  =  [7-  et  tg  (0  =  jx',  il  vient 

(^9")  ,'■■  - 1  +  1''^ 

^"''  ^-'p  +  p'v-' 

relation  que  nous  reconnaîtrons  plus  tard  exister  entre  les  directions 
pseudo-conjuouées  MA  et  ME'.  Elle  exprime  que  ces  deux  semi-droites 
sont  deux  directions  homologues  dans  deux  faisceaux  homcgraphiques. 
La  propriété  des  tangentes  conjuguées  dans  les  surfaces  (Dupin)  n'est 
qu'un  cas  particulier  correspondant  à  l'hypothèse  p  -\-  q'  z=:  o. 

Quant  aux  composantes    orthogonales    de    — ,   observons    que,   à 

cause  des  relations  connues  (25), 

p£  =  Po  ^^"^  'I'  =  —  p"  '^os  'h  , 
on  a  d'abord 

^5         h   dS 
puis,  en  vertu  de  la  coïncidence,  suivant  ME,  des  rayons  p^  et  t^  : 


\p"./~       hdS\^J^ 


%       <       <'  ' 

avec  p;=rp^  et  p;"  =  — o". 

Nota.  —  Comme  application  des  questions  traitées  dans  ce  para- 
graphe, le  lecteur  prendra  intérêt,  croyons-nous,  à  parcourir,  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France  (t.  XXV,  p.  243)  notre 
article  intitulé  :  Sur  une  formule  de  Laguerre,  étendue  aux  pseudo-surfaces. 
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Cette  formule  est  la  suivante  : 


do  /  2  d7:^\  p    p" 


^     ''       ::=   —   2  R    W'I. 


VI. 
Troisièmes  courbures  ou  courbures  rectifiantes. 

20.  Troisikm»^    courbure    absolue  ..  —  Des  relations  usuelles 

^-^^  ^S  ""    p    '  dS  ~    T    ' 

prises  conjointement  avec 

a'  -{-  ff.l  -\-  y.'^  =  I  , 
on  déduit  par  la  diffèrentiation 
^     ,^  d(x.„  y.  xi 

(^°  )  is  =  -  T  ^  ^  ■ 

La  courbure  que  cette  troisième  formule  définit  est  relative  à  la  va- 
riation de  la  normale  principale  MB,  c'est-à-dire  à  la  direction  commune 
des  rayons  p  et  t.  Comme  on  a  manifestement 


2:('a 


p^  i-  ^^  -  §^ 


nous  nommerons  "y  ou  -^-  (suivant  le  cas)  la  troisième  courbure  ab- 
solue de  la  ligne  (S). 

Soit  MD  (Fig.  4)  la  direction  du  rayon  ^.  Elevons  sur  le  plan 
BMD  la  perpendiculaire  MD',  du  côté  de  MN,  nous  obtiendrons  la 
droite  rectifiante  (absolue)  de  la  ligne  (5)  en  M.  Il  s'agit  d'évaluer  les 
cosinus  directeurs  de  MD  et  de  MD'. 

Pour  cela,  remarquons  que  le  trièdre  tri-rectangle  M  B  D  D'  est 
dans  les  mêmes  conditions  que  le  trièdre  MABB'.  Les  formules  (40) 
lui  sont  donc  applicables.  Or,  de  la  première,  on  tire 

d  a^ cos  (J),  x) 

'Js~       i       ' 

d'où  l'on  conclut,  d'après  (40'), 

cos  (D,  x)   a  a.'^ 


CHAPITRE   II.  —  COURBURES    DE   DIVERS    ORDRES    D  UNE   LIGNE,   ETC. 


33 


Qaant  à  MD',  on  a,  pour  déterminer  cos(D',  .v),  par  exemple, 


cos  (D',  .y)  _  ,   d_j^_      d^ 


d'où  l'on  tire 


cos  CD',  x)  a'^  a 


21.  Propriétés.  —  On  sait  que  les  deux  droites  M  D  et  M  D'  sont 
situées  dans  le  plan  rectifiant,  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  la  tangente 
MA  et  de  l'axe  MB'  du  plan  osculateur.  A  cette  propriété,  nous  adjoin- 
drons celles  que  renferme  le  tableau  suivant  : 


cos  (Z),  B')  = ~  , 

cos  (L>,  A)  = ^  , 

P 

cos  (D,  N)  = ^  , 

cos  (D,  A')  —  -^-  , 

C0S(A     C):=4^--^, 


COS  (D,  C) 


cos  (D,   £") 


pp 


^"  r      ' 


cos  (D',  5' 
cos(D',  ^ 
cos(D',  A' 

cos  (Z)',  y4' 

cos(D',  C 
cos  (£)',  C 
cos  (£)',   £" 


_    '"^P.     ,      ^P. 

"      -P'     +      P'Po     ' 
^0„  S?„ 


^?o  P 

_       ^Ps         I      _iPi_ 

""     ^?"     "^     P"Po    ' 

_  ^?^        ,        ^Pe 

— ~ r  "7>i" 


cos  (D,  £')  =  -  -^ %-,,      cos  (D',  E' 

PPo  ^      P 

Ces  valeurs  sont  indépendantes  de  tout    système    de    coordonnées.   On 
s'est  aidé  pour  les  calculer  de  ce  que  l'on  a  (n°  19)  : 


Quant  aux  cosinus  des  angles  que  font  MD  et  M  Z)' avec  les  tan- 
gentes aux  lignes  coordonnées,  c'est-à-dire  avec  M  X  et  M  Y,  on  a 

5 
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cos  (Z),    X)  = ^  sin  cp cos  -p  , 

'^  P 

cos  (D,    Y)  =  —77-  sin  9' cos  9', 

T  p 

COS  (L)  ,    -X^)  =  — TT  Slll  '■f COS  9  , 

P  ' 

COS  (D',   F)  = ^  sin  9' cos  9'. 

P  '^ 

22.  Troisièmes  courbures  dérivées. —  Considérons  maintenant  les 
courbures  relatives  à  la  variation  de  MC  qui  est  la  direction  de  —  et 

Pu 

de  — ,  et  à  celle  de  ME  qui  est  la  direction  de  —  et  de  — .  Nous 


avons 


~  p^  ^  -^^  "  K  ' 
__L_i__L_-L 

~  p:  ^  <  "  K  ' 


Il  y  aurait  donc  lieu  de  construire  deux  nouveaux  trièdres  analo- 
gues au  trièdre  M  B  D  D'  et  dont  la  troisième  arête  serait,  pour  chacun, 
la  droite  rectifiante  dérivée  de  ces  nouvelles  courbures. 

On  pourrait  enfin  dresser  pour  ces  courbures  rectifiantes  extrinsè- 
ques, deux  tableaux  qui  auraient  de  grandes  analogies  avec  le  précédent. 
Nous  nous  contenterons  d'écrire  les  trois  formules  qui  suivent  et  dont 
la  composition  suffira  pour  mettre  hors  de  doute  notre  assertion  : 

^  =  (7^  +  f-)  +  (  rf7  - -^)  . 

^""(r  +  "pr)  +  (^~7)  ■ 

Que  si  maintenant  on  convient  de  porter  ces  trois  courbures  (in- 
trinsèques ou  extrinsèques)  sur  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  quel- 
conque, on  aura  pour  la  courbure  résiihanlc  de  la  ligne  (5),  au  point  M, 

r^  ~  ^^  "^  r  ~^  r,  • 

Elle  sera  donc  parfiiitement  déterminée,  en  grandeur  et  en  direction. 


Chapitre  III. 

LIGNES  REMARQUABLES  DES  PSEUDO-SURFACES 
ET  DES  SURFACES. 


L 

Cas  général  où  ces  lignes  appartiennent  à  une  pseudo-surface. 

23.  L  —  Lignes  géodésiclues.  —  Nous  appelons  lignes  géodésiques 
d'une  pseudo-surface  quelconque,  tangente  au  pian  des  X  Y,  celles  pour 

lesquelles  la  première  courbure  horizontale  ou  de  niveau   — -    est  nulle 

en  chacun  de  leurs  points.  Or,  d'après  (33),  on  a 

(40  7-  =  ^  +  «.. 

ou  bien,  en  vertu  de  l'identité  (20'), 

(42)  7  =  -^  +  ^.- 

On  en  conclut  (18')  pour  l'équation  générale  des  lignes  géodésiques: 

(41  ')  d  o  -\-  r  d  s  -\-  r'  d  s'  =^  0  , 

ou 

(42')  do'  —  nds  —  7i'  d  s'  =  o. 

Comme  vérification,  on  tire  de  ce  système  l'identité 

d^i^^^ds  +  ^ds'; 
as  os 

il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que  les  relations  (10)  reviennent  à 

(43)  \  .^ 
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Nota.  —  Pour  l'étude  détaillée  de  ces  lignes  nous  renvoyons  le  lec- 
teur à  notre  Mémoire  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  (1901,  p.  53) 
sous  ce  titre  :  Elude  sur  les  pseudo-surfaces,  etc. 

24.  II.  —  Lignes  asymptotiq.ues.  —  Les  lignes  asymptotiques  d'une 
pseudo-surface  sont  celles  pour  lesquelles  la  première  courbure  verticale 

ou  de  profil,   —7- ,  est  nulle  en  chacun  de  leurs  points, 
j  P 

D  après  (23),  on  a 

sin  <!*        n    •  n    •      > 

—jy-  =  -P,  sni  o  —  C?,  sm  9  . 

P 

L'équation  de  ces  lignes  est  donc 

(44)  -P,  sin cp  —  Q^  sin  o'  =  o. 

Développant,  il  vient 

(44')  q,^^'  -  (Pi  —  q[)dsds'  —  p^ds"==  G, 

ou  encore 

(44")  qds'  ~(p  —  q')dsds'  —  p' d  s"  =  0. 

Une  propriété  caractéristique  des  lignes  asymptotiques  est  de  faire 
un  angle  droit  avec  leur  représentation  sphérique.  En  effet  pour  une 
courbe  quelconque,  cet  angle  n'est  autre  que  celui  des  deux  éléments 
horizontaux  ^S  et  dz,  c'est-à-dire  l'angle  EMA  que  nous  avons  repré- 
senté par  (j*.  Or,  on  a  vu  (25)  que 

I  cos  ({/ 

,  Il  r       • 

F  Pe 

Comme,  dans  cette  formule,  —  n'est  jamais  nul  tant  qu'il  s'agit  d'une 

p£ 

courbe  proprement    dite,  on  a  —yy  =.  o,    pour    'h  =  —    et   vice-ver  sa  ; 
A  P  '  2 

donc,  etc. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  posant  directement 

da"  _  db"   _  de" 

a'     -     {.'     -^' 

et  exprimant  que  ces  rapports  sont  indépendants  de  a^  et  a[.  On  trouve 
ainsi,  à  l'aide  de  la  troisième  des  relations  (a")  du  n°  12, 

P.   ^  Q.  . 

sin  <p'        sin  9  ' 
d'où,  la  forme  à  établir  (44). 
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25.  Avant  de  passer  aux  lignes  de  courbure,  nous  allons  donner, 
sous  forme  de  déterminants,  les  valeurs  des  composantes  p^ ,  p'^ ,  q^ ,  q' , 
qui  entrent  dans  l'équation  de  ces  dernières  lignes  aussi  bien  que  dans 
celle  des  précédentes. 

A  cet  effet,  observons  d'abord  que  si  l'on  écrit  /,  /',...  à  la  place 
de  cos  (i?,  x),  cos  (R',  x)  .  .  .  on  aura  (n°  6)  : 


-1-  =±.(la"  -\-  mb"  4-  ne"), 


'jT=-l,Q'a"  +  m'b"-{-n'c"). 


R 


R 


Remplaçant  a",  h",  c"  par  leur  valeur  en  fonction  de  a,  b,  c,  a', 
b' ,  c',  la  première  de  ces  relations  peut  se  mettre  sous  la  forme  suivante, 

dans   laquelle   ^ ,   ^-7  désignent  symboliquement  ici  des  fonctions  ar- 
os      os 

bitraires  de  s  et  s',  qu'on  suppose,  par  conséquent,  données  [et  nullement 
déduites  des  coordonnées  correspondantes  x,  y,  :(,  non  exprimables,  par 
hypothèse,  à  l'aide  d'équations  finies  (Voir  :  Etude  sur  les  pseudo-surfaces, 
n"  2)]  : 


sinO 
~R7 


a    a 


-^     b     b' 


FT  C 


d'x 
ds'^ 
d'y 
ds' 
d\ 
~ds' 


dx      dx 

dy      dy 


^  1        »  sin  <I>  i,         •         n>       • 

On  trouvera  de  même  pour        ,      un  nouveau  determmant  D  ,  qui 

ne  différera  du  précédent  qu'en  ce  que  les  éléments  de  la  première  co- 

,     ,  d' X      8^v       d\ 

lonne  y  seront  remplaces    par   -3-75 ,  3-^  ,  -3—^  . 

En    troisième    lieu,    si    l'on    fait,    par    analogie,    1  =  cos  (M,    x), 
X'  =  cos  (N',  x)  . . .  ,  il  viendra 


M. 


M 


—  =  —  rx'  Cl"  +  y.'  b"  +  v'  c")  , 

N'y  N'    ^  ^^  ^  ^ 


î8 
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et,  par  suite. 


sin  <I> 


M. 


1 

M 
u. 
M 

V 

M 


a 

a' 

b 

b' 

=z 

c 

c' 

dsds' 

d'y 

dsds' 

dsds' 


d  X  d  X 

d7  dY 

dy  dy 

dJ  d7 

di  di_ 

ds  ds' 


Le  rapport  s  exprimera  entin  par  un  quatrième    déterminant 

D'/,  ne  différant  de  ce  dernier  que  par  la  permutation  des  arcs  dans  la 
première  colonne. 

Nous  ferons  obs^jrver  à  ce  propos  que,  pour  que  l'ordre  des  ditié- 
rentiations  fut  arbitraire,  il  faudrait  que  .v,  }',  ^  redevinssent  des  fonc- 
tions finies  et  continues  des  variables  s  et  s'.  Mais  nous  aurons  à  nous 
occuper  de  ce  cas  dans  le  paragraphe  suivant.  Bornons-nous  à  insister 
ici  sur  ce  fait  que,  ce  qui  caractérise  nos  déterminants  actuels  c'est  que, 
si  les  dérivées  secondes  qui  y  entrent  sont  de  vraies  dérivées,    déduites 


de 


d  X     d  X 


par  les  règles  ordinaires  du  calcul,  celles-ci  n'en  sont 


ds  '  ds'  ' 

pas,  mais  désignent  conveniioiineUemenî ,  redisons-le,    des    fonctions  de  s 
et  s'  données. 

Ces  remarques  faites,  il  résulte  des  notations  introduites  au  n°  7 
que,  pour  toute  pseudo-surface  F,  tangente  en  M  au  plan  des  X  F,  on 
a  les  relations  suivantes  : 


(45) 
ou  bien 

(45') 


On  en  conclut  cette  nouvelle  forme  de  l'équation  des  lignes  asymp- 
totiques  : 
(44'")  D^5^  +  (D"  +  \S"^)dsds'  4-  \S'ds'  =  0 . 

26.  III.  —  Lignes  de  courbure.  —  Par  lignes  de  courbure  d'une 
pseudo-surface  quelconque,  il  faut  entendre  celles  dont  la  première  cour- 
bure de  front  —  est  nulle  en  chacun  de  leurs  points. 

Po 


—  q,  _  p, 

_     Pi     _ 

-q. _    I 

D     "~  D' 

D';    —  sin  a>  ' 

-q_P' 

_    P  _ 

-q'  _        I 

D    ~  D' 

D"          sin'O 
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D'après  (24),  on   a 
sinO 


=  Pj  cos  'p  -f-  O,  cos  9'. 


L'équation  de  ces  lignes  est  donc 

(46)  Pj  cos  cp  -|-  ^i  cos  o'  =  0  . 

Mais  on  sait  que 

(  d  S  cos  cp  =  d  s  -}-  d  s'  cos  <^ , 

(  d  S  cos  'p  '  =  J  .s'  -j-  J  5  cos  <1» . 
Substituant,  on  trouve 

l  (P, +  q:^osO)^^^ 
C46')  -[-[(q__|-p^coscî>)  +  (p;  +  q;cos^)]J5^5' 

(  -I- (q;  +  p;  cos  0)^5"  =  0. 

Cette  seconde  forme  est  celle  qui  se  prête  le  mieux  à  l'introduction  des 
déterminants  définis  par  les  proportions  (45).  Elle  revient  en  eft'et  à 

[(ï}"—-dcos<t>)ds' 
(46")   I  —  [(0  —  D"costî.)  _  (D'  —  ïï;  cos  <ly)]d  s  d  s' 

i  —  (D;'  — D'cosa>)^5''  =  o. 

Il  est  essentiel  d'observer  ici  que  la  courbure  de  front  pouvant  aussi 

s'écrire 

sin^  <!> 

=  p  sin^(p'  -{-  (q  -[-  p')  sin  (^  sin  9'  -f-  q'  sin'  <p  , 

Po 

les  lignes  de  courbure  admettent,  par  Là-même,  la  forme  correspondante 
(46'")  pds'  +  (q  +  p')^^  cis'  -f  ci'ds"  =  o, 

et,  conséquemment,  cette  autre 

(46IV)        pj^^  j^  (^h-{-p:)dsds'  +  q:ds-  =  0, 

les  nouveaux  coefficients  pouvant  d'ailleurs,  comme  les  anciens,  être  re- 
présentés par  des  déterminants  dont  la  formation  serait  aisée. 

Voici  une  manière  directe  d'obtenir  l'équation  (46'"). — On  observe 

d'abord  que  les  formules  (31)  transformées  à  l'aide  de  (21)  et  où  l'on 

^  .    sin  o         ds' 
aura  tait  -. — 4  =  -r-  =  y-,  reviennent  a 
sin  (p         as 

sin4>  r     \      '   \ 
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Or,  si  l'on  égale  cntr'eux  les  seconds    membres,  on  retombe,  eu  égard 
à  la  valeur  de  y.,  sur  l'équation  (46'"). 

Une  des  propriétés  caractéristiques  des  lignes  de  courbure  est  d'a- 
voir leur  élément  linéaire  ^5  parallèle  â  celui  de  leur  représentation 
sphérique.  C'est  ce  qu'il  est  facile  de  déduire,  à  la  manière  des  lignes 
asymptotiques,  soit  de  la  valeur  (25),  savoir  : 

I    sin  'l' 

Po    ~~      Ps      ' 

soit  de  la  suite  de  rapports  égaux  : 

da"  _  db^_  de" 
a      ~     fi     ~     Y     • 

Ce  second  procédé,  notamment,  ramène  à  l'équation  primordiale 
Pj  cos  cp  -j-  Q^  cos  (p'  =  0 . 

Parmi  beaucoup  d'autres  propriétés  importantes  dont  jouissent  les 
lignes  de  courbure,  nous  nous  contenterons,  dans  cette  première  étude, 
de  signaler  ces  deux-ci: 

a.  Les  lignes  de  courbure  d'une  pseudo-surface  sont  obliques  en- 
tr'elles.  En  effet,  l'équation  (46')  étant  de  la  forme 

A  +  Bw'  +  Cm'  =  0, 

la  condition  de  perpendicularité  de  ces  lignes 

A-f-C  —  Bcosa>  =  o, 

ou  bien  p^  -[-  q^  rr:  0  n'est  pas  remplie. 

p.  Lorsqu'on  a  K"  =  0,  c'est-à-dire:  p^q'  —  q,p'  =  o  (n°  10),  l'é- 
quation (46'")  se  décompose  en  deux  facteurs  réels  du  premier  degré, 
savoir 

p'^5  -|-  q'^-^'  =  o  > 

q  d  s  -\-  q'  d  s'  =:  0  ^ 
ou,  équivalemment, 

Tpds-\-qds'=^Oy 

^  ds  -]-  p'  ds'  =^  o  . 

27.  IV.  —  Lignes  pseudo-conjuguées,  d'obliqijité  constante.  — 
Leurs  complémentaires. 

1°  Pour  obtenir  ces  nouvelles  lignes,  que  nous  désignerons  commo- 
dément par  (S;)  et  (S  ),  il  suffit  d'égaler  à  zéro  les  composantes  —  et 
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—  de  la  déviation  verticale  (n°  i6).  On  a  ainsi  les  équations: 

(47)  P,  sin  (o  -{-  0  —  Q^  sm  (9'  —  j)  =  o  , 

(48)  P^  cos  (9  +  0  +  S.  cos  e^.'  -  0  =  o  , 

dont  la  seconde  peut  se  déduire  de  la  première   en    y    changeant  i  en 

i+— . 
2 

D'après  (32'),  l'équation  (47)  développée  devient 

/  (p  sin  i  —  q^  cos  i)  d  s^ 
(47')     ^  +  [(q  +  P')sinî  4- (p,  —  q;)cosi]^5rf5' 

(  -\-  (q'  sin  î  -[-  p1  cos  i)  ^  ^'^  ^  0  , 

ou  encore, 

/  {p^  sin  i  —  q  cos  î)^5^ 
(47")   j  -h  [(?.  +  p;)  sin  i^ip-  q)  cos  î]  ^5  tii' 

\  ~\~  ifïi  ^^^  ^  ~l~  P'  co^  O^-^"'  ^^  O- 

Cherchons  quelle  est  la  propriété  caractéristique  des  lignes  (S.)  et 
(S^)  vis-à-vis  de  l'élément  linéaire  correspondant  de  leur  image  sphérique. 

Pour  cela,  reportons-nous  à  la  figure  (5)  et  formons,  au  moyen 
des  relations  (5)  et  (6),  l'expression  des  cosinus  (a.,  b.y  c-)  de  A-  et 
Ça. ,  bj ,  c .)  de  ^ ■ .  On  trouve,  pour  le  cas  le  plus  général  : 

a.  sin  fP  =  a^  cos  (9  +  0  "f"  K  "-o^  (?'  —  0  j 
a  sin  <I>  =  rtj  sin  (9  -|-  /)  —  a[  sin  (9'  —  f)  , 


Cela  étant,  posons 

du"  db"  de" 


'h  ^i  ^i 

et  procédons  comme  dans  les  cas-limites  ci-dessus;  il  viendra 

P^  cos  (?  +  0  +  Q.,  cos  (9'  —  0  =  0, 

c  est-a-dire  —  =:  o . 

Ji 
De  même  si  l'on  pose 

da"  _  db^_   de" 

~J~-~b~-     c.     ' 

et  qu'on  opère  de  la  même  façon,  on  trouvera 

P,  sin  (9  -f  0  —  Q^  sin  (9'  —  Q  =  0  , 

c'est-à-dire  —  =  0 . 
Pi 
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Ainsi  quand  MA  coïncide  avec  la  tangente  à  la  ligne  (S,),  l'arc 
élémentaire  de  la  représentation  sphérique  de  cette  ligne  se  projette  sui- 
vant MA     devenu  ME,   en    vertu    de    la    condition    i  =z^  — •}    ou 

i:=  — ;■  . . .  .  Que  si,  au  contraire,  MA  est  la  tangente  de  (S),  l'arc 

2 
sphérique  correspondant  se  projette  suivant  MA^  devenu  ME'. 

Lorsque  K"  =  o,  l'équation  (47')  se  décompose  ainsi: 
(a)  (p'  sin  i  —  q[  cos  i)d5  -{-  (q'  sin  i  -}-  p|  cos  i)  ds'  ^^  O  , 

(a')  (q  sin  i  -j-  p,  cos  i)ds  ~\-  (q'  sin  i  -j-  p'^  cos  i)d  s'  ^  o  . 

Les  lignes  complémentaires  donneraient  semblablement  : 

((i)  (p'  cos  i  -j-  q\  sin  i)  d  s  -j-  (q'  cos  i  —  p|  sin  i)  d  s'  =  o  , 

([i')  (q  cos  î  —  Pj  cos  ï)ds  -j-  (q'  cos  i  —  p'^  sin  i)ds'  =^  0  . 

On  peut  s'assurer  que  les  lignes  (a)  et  (ji)  sont  rectangulaires  et  que 
les  lignes  (x')  et  ([i')  couicident. 

2°  Voici  un  procédé  plus  direct  pour  obtenir,  dans  le  cas  général, 
les  lignes  (5^)  et  (5).  Il  nous  permettra  de  signaler  incidemment  deux 
propriétés  importantes  des  pseudo-surtaces. 

Calculons  d'abord  les  cosinus  directeurs  (a^ ,  [i^ ,  y^)  de  ME',  troi- 
sième arête  du  trièdre  tri-rectangle  MNEE'  (fig.  5).  Nous  avons 

^,-''    dS        ^    dS   ' 
et,  par  suite, 


t^e 


Or,  en  représentant,  comme  au  n"  19,  par  w  et  0/  les  angles  que   fait 
ME'  avec  les  axes  coordonnés,  la  formule  (3)  nous  permet  d'écrire 

a[  a     sino)'  a'     sin  w 

Pj         sin  4>      Pj     "'"  sin  <i>     p^     ' 

d'où,  par  rapprochement, 

sinoj'        „  .      ,    ,      ,   . 

^—  =  Q.=  '1  sin  9  -{-  q  sin  9. 

Faisant  ensuite 

sin  cp   ds' sino)   ^s' , 

sin  9'       ds        ^'        sinw'       h  s        ''' 
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il  vient  d'abord 

(50)  Q^^s-P^h'  =  o, 

ce  qu'on  peut  transformer  successivement  ainsi 

g  d  s^s  —  p  d  s(is'  -j-  q'  ds'^s  —  p'  ds'^s'  =  o  , 

(50')  g  —  (pu.'  —  q'v,)  —  p'[J.[J.'  =  o, 

(50")  K-^-±4^. 

^  '  p-\-p  li- 

sons cette  dernière  forme,  on  reconnait  la  relation  (39')  entre  les 
directions  pscudo  conjuguées  MA,  ME',  étendue  ici  aux  coordonnées 
obligues.  La  précédente  montre,  en  y  faisant  [j.  =  ;a',  que  les  lignes 
asymptotiques  (44")  sont  à  elles-mênies  leur  propre  direction  pseudo- 
conjuguée. — Mais  revenons  aux  lignes  (S.),  (5). 
Si  l'on  associe  à  (50")  l'expression  connue 

. (y.'  —  ;x)  sin  O 

^^  ^  ~    I  +  0^-4-  u')cos<I>  -|-  y.  a'    ' 
l'élimination  de  [/.'  entr'elles  fera  retomber  sur  l'équation  (47')  ou  (47") 
des  lignes  pseudo-conjuguées  (S,.).  C'est   la    solution    directe    que    nous 
avions  annoncée. 

Un  second  résultat  à  déduire  des  calculs  qui  précèdent  est  celui-ci: 
considérons  la  semi-droite  représentée  par  le  système 

a"x-\-b"y  -\-  c"i=  o, 
xda"  -{-  ydb"  -j-  ^dc"  =  0  . 

Elle  n'est  autre  que  la  limite  de  l'intersection  du  plan  tangent  en  M  à 
la  pseudo-surface  considérée  F  avec  la  position  infiniment  voisine  de  ce 
plan,  lorsque  M  est  devenu  M'.  Or  cette  semi-droite  n'est  pas  distincte 
de  ME',  direction  pseudo-conjuguée  de  MA,  car  leurs  cosinus  directeurs 
à  chacune  sont  respectivement  proportionnels  aux  binômes 

b"dc"  —  c"db",        c"da"  —  a"dc",        a"db"  —  b"da". 

Ainsi  se  trouve  généralisée  la  proposition  bien  connue  de  Dupin 
relative  aux  directions  conjuguées  de  son  indicatrice. 

28.  V.  —  Foyers  correspondants. 

1°  Des  équations  des  lignes  de  courbure  définies  par    —  =  0,    et 

Po 

des  lignes  asymptotiques  définies  par  -^  =  0,  prises  respectivement  sous 
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la  forme 


on  tire 


I   > 


P,  cos  9  -f-  C?.  cos  cp'  =  o  , 
l\  siii  9  —  (2,  ^i'î  ?'  =  o  , 

i^.     _  ^^C2.  ^  P.  siii  9  -  (2.  sin  9'  ^  J 
cos  9'  ~"  cosf    '                 siii<I>  p' 

P.     ^     g.     ^  P,cosy  +  (2,coscp'  ^  _i_ 
sin  9'  ""  sin  9                     sin  <I>  p^ 

Si  l'on  y  fait  ?"  ^  F,  et  p„=/,  on  en  déduira 

l  -p-  +  (4  -p)-7r-  +  (P4  -  qp)  =  o> 

^^'-^  \  sin'*         ,       ,      ,.sina>     ,    ,      ,  'n        ^ 

/  -p —  (p.  +  q,)-^  +  (p.q.  -  q.p.)  =  ^ , 

en  remarquant,  comme  au  n"  10,  que  l'on  a  identiquement 

pq'  —  qp'  =  p,q'.  —  q^pi- 

On  peut  écrire  aussi,  sous  une  forme  plus  simple  encore  (14)  : 

(  -^  +  Oy.  -  P\)-^-V  {Pd\  -  q.P\)  =  0  , 

(  yr-(i>   +Oj  +  iP9'  -qP')=o, 
avec 

Aîi  -  q^p[  =  P<i'  —  iP'' 

Dans  les  équations  en  -p-  on  reconnaît  les  foyers  dits  optiques  et  rela- 
tifs au  rayon  axial  MN.  Quant  à  ceux  que  déterminent  les  équations 
en  — ,  nous  les  qualifierons  d'anoptiques,  comme  dans  nos  précédentes 

recherches,  et  cela,  par  simple  opposition  de  mots. 

Sans  avoir  à  disserter  longuement  ici  sur  ces  couples  de  points  re- 
marquables, nous  nous  bornerons  à  en  signaler  les  cas  particuliers  sui- 
vants : 

Lorsqu'on  a:  p  r=  q'  =  o,  ou  bien  q^  r=  p|  1=  0,  le  système  (51) 

devient 

/   /sin  4>    ,       \  /sin  <l>  \ 

l-^  +  q  )(-f--p  )  =  o, 
(51")  <  ^  ^  ' 

1   /sm  0)  \  /sin  O  A 

et  comme  ces  deux  hypothèses  équivalent  à  p,  =  ^1  ==  0  et  à  q=:p'z=o, 
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on  peut  aussi  écrire 

2°  Des  équations  des  lignes  pseudo-conjuguées,  d'obliquité  constante 
—  =  0  et  de  leurs  complémentaires  —  =^  o  (n°  27),  prises    sous    les 

Pi  P; 

formes  (47)  et  (48),  on  tire 

P.  _         Q,         _  P,  cos  (0  +  0  +  Q.  cos  (9'  -  0  __    i_ 


siii  (rp'  —  i)       sin  (9  -f-  i)  sin  <î> 


P.         _      —  O,       _    P,  sin  (?  +  0  —  O,  sin  (?'  —  0  _       J^ 


cos  (ip'  —  i)       cos  (9  -{■  0  ^'^^  ^  Pî 

Pour  conserver  l'analogie  avec  les  deux  cas-limites,  nous  poserons  p^  =  f , 
p.=if.  et  nous  aurons  ainsi 

-p [(p,  +  q.)  cos  i 

+  (q  -  p') sm  /]-£—  +  (pq  —  qp  )  =  o  > 

^^^-^   ^    sin'<I> 

-p [(p.  +  qO  sm  î 

.            ,.         .,sin<I>    ,    .       ,  ,>. 

—  (q  — p')cosz]-^ hCPiqi  —  q.Pi)  =  0- 

On  voit  par  là  que  les  foyers  dioptiques  ou  moyens  proprement  dits 
f ,  proviennent  des  lignes  pseudo-conjuguées  complémentaires  (5^),  tandis 
que  les  foyers  dioptiques  complémentaires  f^.  proviennent  des  lignes  di- 
rectes (S;). 

Au  lieu  de  (52),  on  a  aussi,  plus  simplement, 

-jr-[(P  +  1')  cos  i 

i 

+  (?■  —  P',)  sin  i]  ~  +  (p,  q\  —  q,p[)  =  O  , 
(52')    {     ^ 

-jr  -[(p-{-  q')  sin  i 

i 

- (q^—Pd cosi]-^  -\-(pq'  -  qp')  =  o . 

Examinons  brièvement  quelques  cas  d'exception. 
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X.  Si  l'on  suppose  qu'on  ait  simultanément 
/),  sin  /  —  q  cos  /  =  o  , 


^^  ^^  {   q\  sin  i  -{-  p'  cos  i  =  G  ; 

ce  qui  exige,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  incompatibilité,  que 

P,P'  +  9^\  =  0y 
l'équation  aux  foyers  moyens  proprement  dits  se    réduira    (n°  9)    à    la 
forme 

C'est  li  un  premier  couple  de  foyers  dioptiques  sinouUers. 
'^.  De  même,  si  l'on  avait 

/),  cos  ;  -|-  q  sin  î  =:  0  , 


"^  (   q[  cos  I  —  p'  sin  i  :=  o  , 

ce  qui  entraine  la  même  condition  que  ci-dessus,    on    obtiendrait    pour 
foyers  dioptiques  singuliers  complémentaires 


(T-i)(i"^^=° 


y.  Remarquons  encore  que,  pour  que  les  équations  (52')  aient  mêmes 
racines,  il  faut  avoir 

ce  qui  entraîne  j)  =  —  q'  et  q^  =  p]  •  On  s'assurera  aisément,  par  ce 
qui  a  été  dit  déjà,  que  ce  sont  là  les  conditions  qui  caractérisent  les  sur- 
faces mitiima. 

IL 

Cas  particulier  où  les  lignes  précédentes  appartiennent 
à  une  surface. 

29.  Pour  que  toutes  les  théories  qui  ont  été  établies  jusqu'ici  soient 
(leurs  formules  y  comprises)  applicables  aux  surfaces,  il  sufHt,  comme 
on  va  le  voir  incessamment,  d'y  fiiire  partout  p,  ^  —  q,'  ou  p=^  —  q'. 
Dans  le  but  toutefois  de  rendre  nos  principaux  résultats  plus  pratiques, 
supposons  désormais  que  les  arcs  s,  s'  soient  des  fonctions  continues 
quelconques  A  et  A'  de  deux  paramètres  u  et  u'  (n°  4),  et  qu'il  en 
soit  de  même  des  coordonnées  .v,  y,  :i  de  tout  point  du  lieu  considéré. 
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On  exprimera  ce  fait  en  posant 

ds  =  Adu  ,         ds'  =  A'du'. 
Or,  en  vertu  des  identités 

O  X  O  X 

dx  =  -^—du  -\-  ^ — ;du'  =  ads  -\-  a'ds'  =  A  adu  -A-  A' a' du', 
ou         '    ou  ' 


on  a  d'abord 


et,  par  suite. 


d  X         ,  d  x  .,  , 

■^-  =  Aa,  ^-,  =  A'a', 

du  ou 


ô^x  .  àa     ,        dA 

7  =  ^^  +  ^ 


dudu'  du'  du'  ' 

d^x  .,da'    ,      ,dA' 


du' du  du  du    ' 

Les  premiers  membres  étant  égaux,  par  hypothèse,  on  en  conclut 

.   .,  da     ,       dA  .    .,  da'     ,      ,d A' 

AA'-^-r-\-a^--=AA'-^ h  ^-  -^-  • 

os  ou  os  ou 

d  (i       d  Cl' 
Remplaçons  les  dérivées  -^— ^  ,  -3 —  par  leurs  valeurs  (8)   et  (8') 

et  tenons  compte  des  relations  (4').  Si  l'on  égale  entr'cux  les  coefficients 
de  a,  a',  a",  on  trouvera 

sin  tl>  ô  ^ 

n,  —  r,  cos  q>  =  — 


A  A'    du'  ' 

(54)  <!     ,  ,        sinO  ô^' 

A  A'    du    ' 

P.  +  q'.  =  0  • 

Nous  remarquons,  en  passant,  que  cette  dernière  condition  pouvant 
s'écrire 

p  +  q'  —  (q  +  P')  ^os  O  =  o  , 

exprime,  par  là  même  (46'"),  que  les  lignes  de  courbure  sont  devenues 
rectangulaires.  Or  on  sait  que  c'est  là  précisément  ce  qui  différentie  les 
surfaces  d'avec  les  pseudo-surfaces. 

Cette  distinction  rappelée,  si  l'on  résoud  les  deux  premières  équa- 
tions (54)  par  rapport  à  n,  et  à  r|  et  qu'on  observe,  en  même  temps, 
que,  d'après  notre  3''""=  paragraphe,  on  a 

p,  =  p  sin  4> ,         q;  =  q'  sin  <I> ,         n,  =  « ,         r',  =  r', 
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on  pourra  remplacer  le  système  (54)  par  le  suivant,  non  moins  utile 


—  An  =i 


A'  sin 


i^A        dA'         ,\ 

-- 1  -^. ^ —  cos<I>  )  , 

<l>\du  ou  / 


)  A  sin  <I>  \  8 îi         du'  /  ' 

p-\-g'  =  0. 

30.  A  titre  d'application  générale,  cherchons  ce  que  deviennent,  dans 
le  cas  des  surfaces,  les  expressions  des  premières  courbures  élémentaires 
de  niveau,  de  profil  et  de  front  (n°  i  3)  d'une  ligne  quelconque  tracée 
sur  elle. 

1"  Courbure  de  niveau  ou  tangentfei.le.  —  De  la  formule  (41') 
et  de  la  première  des  identités  (43),  on  tire  facilement 

(55)  "Y"  =  " ■'^^" "^  +  '■  ^"^ '^--j-dV '"' ^  +  :ï^  â^ '^"'^- 

Multipliant  par  AA's'm^^    et    éliminant  //  et  r'  au  moyen   des    valeurs 
(54'),  on  obtiendra  cette  expression  très  simple  de  — ^  : 

G 

,     ,.              AA'sin<i>         à  .  .,         ,.  ^   ^  a         ^ 

(55')  —^, =  ^(^'cos^/)-^(^cos9), 

expression  qui,  égalée  à  zéro,  traduit  la  condition  d'intégrabilité  de  la  dif- 
férentielle totale 

dS  =  d s  cosf!^  -\-  d s' cos  9'  =  (A  cos  'if) du  -\-  (A' cos  rj^')du'. 

Nous  allons  lui  donner  une  autre  forme.  A  cet  effet,  posons,  à 
l'exemple  de  Gauss  : 

igy=-%  i(a=^".  ii^i^=^"- 

On  en  déduira  aisément 

cos  .t>  =  ^.,         sin  *  =  -^,  iA'A'  _  B-  =  -^,  . 

D'autre  part, 

ii  S  cos  9  ^=.  ds  -\-  ds'  cos  <!> , 

(^  S  cos  <p' =:  ^  j' -|-  ^  ^   cos  <I>  . 

Multipliant  respectivement  par  -j-^  et  -7^  ,   on  voit  que 
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A'du-\- B"dii' 
^cos9  = J-^ , 


A'  cos  «p' 


B"du-{-  A" du 
dS 


Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  dans    (^))')    et    l'on    aura 
pour  l'expression  cherchée 

d    I  A'du-\-B"du'\ 


"\  E_  —  A_ (B"du-{-  A"du'\ a_ / 

^^^   ^     p'   ~  du\  dS  )       du'\ 


dS 


2"  Courbure  de  profil  ou  normale.  —  Sa  valeur  déduite  de  la  se- 
conde des  équations  (23)  peut,  en  y  introduisant  la  condition  p^  -\-q\  =0, 
s'écrire  ainsi  : 


(5é) 
ou  bien 


dS 


-  =  —  c^Js'  -{-  ip^dsds'  -^  V[à^'\ 


dS' 


(56')       -^  =  —  A'q^du'  ^  lAA'-pJudu'  -\-  A"p[du\ 

P 
avec 

dS'  =  A'd  u'  +  A"  d  h"  -^  2  B"d  u  d  u'. 

Cela  étant,  remontons  aux  déterminants  du  n°  25.    On    verra    d'abord, 
toutes  nos  restrictions  antérieures  écartées,  qu'à  cause  de 

d^x  I    d^  X  d''  X I    d^  X  d\x     __     i        d^  x 

d7~Â^Fi?'        d7'~A~'  dV^  '        'dJdJ'  ~  Â~Â'  dudu'  ' 

si  l'on  fait 


D  = 


d u^       du       d  u' 

puis,  qu'on  représente  par  D',  D"  deux  autres  déterminants  qui  ne  dif- 
fèrent du  précédent  qu'en  ce  que  la  première  colonne  ait  pour  éléments 

u^  X  .  d^  X  o^  X 

-,  '     . . .  dans  le  premier  et  ^:r — ^—-:   ou    s; — ^-^ —  indifféremment,  dans 

ou  -1..  j  -.  -i  ..   j .. 

le  deuxième,  on  aura 


d'x 

dx 

dx 

du- 

du 

du' 

d^y 

dy 

dy 

du' 

du 

du' 

d\ 

àl 

di 

(57) 


D 


A\^=-rj-,         A''v\  = 


du  du'  d  u' d  u 

D' 


AA'v  = 


D" 


et,  par  suite,  la  valeur  de  la  première  courbure  normale  que  nous  vou- 
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lions  obtenir  pourra  s'écrire 

H  _  Ddu'  -f  D'du\-\-  2D"dudu' 
(3^^")  Y^  —  Â^^dV^\^"dii"-\-2B"duda'' 

f  Courbure  de  front.  —  En  développant  l'équation  (24)  où  l'on 
aura  fait  p,  =  — qi  (condition  caractéristique  des  surfaces),  il  vient  d'abord 

/  QA    \  —  sin«I»  =  (p,  +  q,  cosa>).f5^ 

(  4-  (q.  -h  pD  à  s  d  s'  -  (p,  -  p;  ces  a>)  d  s'' , 

et,  finalement, 

{  ALh'  =  (A'D"  —  B"D)du' 
(58')  Po 

(  —{A"D  —  A'D')dudu'  —  {A"  D"  —  B"  D')  d  u\ 

31.  Avec  des  formules  ainsi  préparées,  l'expression  usuelle  ou  pra- 
tique de  toute  ligne  remarquable  située  sur  une  surtace  devient  facile. 

1"  Si  l'on  fait  — ;- =  o  dans  (55')  et  {^^"'),  on  aura  pour  l'équa- 
P 
tion  des  lignes  géodésiqucs  : 

^r—(A'  COS  O')  =  -^r—r  (A  COS  o)  , 

du  a n   ^  ' ^ 

ou  bien 

d   /B"dii-{-  A"du'\  _    d    JA'dii^  B"du'\ 

d7i\  IS  )~dii'\  dS  ) 

C'est  de  cette  seconde  forme  que  nous  allons  nous  servir   préféra- 
blement. 

i"  Exemple.  —  Posons 

u  =  X,         W  =  y  ,         di  =  pdx  -\-  q  dy  , 
et,  par  suite, 

(59)  A'  =  i-\-2y,         A''  =  i  +  q\         B"  =  pq. 

L'équation  des  lignes  géodésiques  deviendra 

A (ày  +  qchx  _  d_ (dx^pd^x 

dx\        dS        /~dy\        dS        /' 


avec 


J5'  =  (i  -{-2)')dx'  -\-  (1  -\-  q')dy'  +  ij^qdxdy 


Un  en  tire,  en  taisant  ^r-V  --^  r,  ^ — ^  =^  s,  ^-f  =  t, 
ox'  0x0  y  a  y 
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,,,x    {  {pdx  —  qdy)[(rdx'' -\-  isdxdy -\- tây"") 
^^^    M  -(i-lrp'  +  q')(dxd'y-dyd'x)]  =  o. 

Or  ceci  équivaut  à 

(.     ivN   {P(dy  d\  -  did'y)  +  q(did'  X  —  dx  d\) 

^^^    ^   (  —(dxd'y  —  dyd'x')  =  Oy 

si  l'on  a  soin  d'éliminer  de  cette  dernière  les  différentielles  totales  de  ;(. 
On  retrouve  ainsi  l'équation  générale  ordinaire  des  lignes  géodésiques. 

2^""=   Exemple.  —  Considérons,   comme    cas    particulier,    l'hélicoïde 
gauche  à  plan  directeur  représenté  par  le  système 

X  =  p  cos  6  ,         _y  =  p  sin  0,         :^  =  a  G  . 

En  posant  ici  u  =  6,  u'  =  p,  on  a  d'abord 

A'  =  ^'-{-a\  A"  =  l,  5"rr=0, 

et,  par  suite, 

d_  / Jp \  _  ^  /  (p'  +  O^G  \  . 

ao  V  i/^p^  +  (?^  +  a0^8^  /     ^p  V  t/^7+77T^Ô^ /  ' 

d'où,  en  prenant  0  pour  variable  indépendante  : 

équation  différentielle  de  la  projection,  sur  le  plan   directeur,  des  lignes 
géodésiques  de  l'hélicoïde. 

2°  Des  formules  Ç^G")  et  (56"),  on  tire  cette  double  forme  de  l'é- 
quation des  lignes  asymptotique  : 

(60)  —  q^ds'  +  2p,^5^5'  +  p[ds"  =  0, 
ou  bien 

(éo')  Ddu'  -j-  2  D" du  du'  +  D'du"  =  o. 

Faisant,  dans  cette  dernière,  u  =  x,  u'  ::=  y,  on  aura  d'abord 

(61)  D  =  r,        D"  =  s,        D'  =  t, 
d'où  la  forme  connue 

ruix""  -{-  2  sdxdy  -\-  tdy^  =  0  . 
S'il  s'agit,  en  particulier,  de  l'hélicoïde  gauche  ci-dessus,  on  a 
D  =  o,        D"  =  —  a,        D'=o. 
Conséquemment,  il  vient 

^    dp    d^     =      o    y 
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ce  qui  donac,  sur  le  plan  directeur,  des  circonférences  concentriques  et 
leurs  trajectoires  orthogonales  qui  sont  les  rayons. 

3°  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface,  c'est-à-dire  celles  pour  la- 
quelle la  courbure  de  front  —  (bien  inexactement  appelée  seconde  cour- 

Po 

bure  géodésiqne  ou  torsion  géodésique')  est  nulle,  ont  pour  équation  : 

(..   \  (p. +  q,cosa>)j5^ 

^'M  +(q,  4-p:)J.J.'-(p.  -p:C0SCI>)j5'^==0, 

ou  encore 

(  {A'D"  —  B"D)du' 
^^^')  \         _  (^A"D  —  A' D')  du  du'  —  {A"D"  -  B"D')du"  =.  o. 

En  posant  u  =  x,  u'  =  y  et  ayant  égard  aux  valeurs  (59)  et  (60), 
cette  dernière  se  réduit  à 

rry^   H^'  -\.2)')^—PQr]dx' 

^       ^    {    +[ii+ry-ii-\-f/)r]dxdy-[{iJrQ>-PQt]dy  =  o, 

ce  qui  est  bien  l'équation  ordinaire  des  lignes  de  courbure. 

a.  Entr'autres  propriétés,  observons  que  si  l'on  pose  -7—  =  [j.,  l'é- 
quation (62)  de  ces  lignes  prend  la  forme 

La  condition  d'orthogonalité 

A  -|-  C  —  B  cos  <I>  =  0 
est  donc  ici  satisfaite. 

^.  Il  y  a  plus:  cette  équation  (62)  est  explicitement   de    la    forme 

(B,  -  A,  cos  <I>)  —  (A,  —  C,)  [7.  —  (B,  —  C,  cos  <I>)  i^.^  =  o  . 

Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  donc  tangentes  aux  sections 
principales. 

y.  Supposons  que  l'on  ait  q,  p^  -[-  p^  =  0  ou  A'"  =  0.  L'équation 
des  lignes  de  courbure  se  décomposera,  comme  au  n"  26,  en  deux  fac- 
teurs réels  du  premier  degré,  faciles  à  former.  La  surface  est  alors  dé- 
veloppable. 

S.  Enfin,  par  (62')  on  voit  que,  pour  que  par  le  point  M  il  passe 
une  infinité  de  lignes   de   courbure,  etc.,  il  faut   et  il  suffit  que  l'on  ait 

D  _D"  _   D' 

A'  ~  B"  ~  A"  ' 

Or  ceci,  en  coordonnées  rectangulaires,  peut  se  transformer  de  la  façon 
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suivante 


A  ces  conditions  on  reconnait  celles  qui  définissent  les  ombilics  d'une 
surface. 

4°  Les  lignes  conjuguées,  d'obliquité  i,  admettent,  entr'autres  formes 
d'équations,  la  suivante  : 

/   [p  sin  i  —  q  sin  (<I>  —  i)]  d  s^ 
(63)     <         -\-\[qsmi-\-psm(ip -{-{)] -\-[p' sin i-\-psm(A^  —  i)]dsds' 
(  —[ps'mi — /)'sin(<î> -|-î)]| ^5'^  =  0, 

forme  qu'il  est  d'ailleurs  facile  d'étendre  aux  conjuguées  coinpléineiUaires 

par  le  seul  changement  de  /  en  /  +  —  . 

Quoiqu'il  en  soit,  si,  dans  la  précédente,  on  pose  i  =  o  ou  bien 
i  =r  +  —  )  on  retrouvera  les  lignes  asymptotiques  ou  les  lignes  de  cour- 
bure de  la  surface. 

Enfin,  on  peut  encore  obtenir  l'équation  (63)  en  exprimant  direc- 
tement que  MA  et  ME  sont  deux  directions  conjuguées,  ce  qui,  d'après 
(50'),  exige  que  l'on  ait 

'—  ?  ~~  Pt^- 

puisque  actuellement  p  -\-  q'  ^  o.  Le  calcul  se  poursuivra  ensuite  comme 
au  n°  27. 


LIVRE  II. 

PROPRIÉTÉS  GÉOMÉTRIQUES  DES  PSEUDO-SURFACES. 


Chapitre  I. 
PROPRIÉTÉS  AUTOUR  D'UN  POINT. 


I. 
Indicatrice  d'une  pseudo-surface. 

32.  Reprenons  l'expression  de  la  première  courbure  de  profil  ou 
verticale  (if  13)  d'une  courbe  quelconque  (5)  tracée  sur  une  pseudo- 
surface F,  savoir 

(i)  ^-77-  =  P^  sin  cp  —  Q,  sin  9'. 

P 

On  peut  l'écrire,  suivant  le  cas  : 

sin^  *P 
(1')       —77-=  —  q.sin^?'  +  (p,  —  q;)sin(psin<p'-f-p;sin'9, 

r 

sin'  <I> 
(1")     — 77—  =  D  sin'  9'  ~\-  (D"  -f-  D'i')  sin  9  sm  <p'  -f-  D'sin'cp, 

P 
.  ,,,.     sin'<I>         sin' 9'    ,    /    i       ,      i    \    •         •      .    ,    sin' 9 

L'avantage  particulier  que  présente  cette  dernière  forme  est  de  bien 

faire  voir   (n°  7)  comment   -77    s'exprime    en    fonction    des    premières 

P 

courbures  verticales  absolues    -7^ ,  777-  ,    et   alternantes    -jj- ,  -^77- ,  des 

J<z      ^z  ^z      ^z 

lignes  coordonnées  (s)  et  (5'). 
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Cela  étant,  posons 

sin  a>  "^  '^  '  sin  4»    "^ 

il  viendra 

(2)  -q.X^  +  (p.  -q:)A'F+p;r  =  i, 

ou  bien  (14') 

(V)  _5A"  +  (p-î')A'r  +  ^T  =  ^, 

OU  encore 

C'est  l'équation  d'une  conique  située  dans  le  plan  horizontal  des 
X  F  et  que  sa  construction  même  nous  conduit  à  qualifier  du  nom  ai7i- 
dicatrice  de  la  pseudo-surface  F,  au  point  M.  Elle  appartient  d'ailleurs 
aux    genres,    ellipse,    hyperbole    ou    parabole    selon    que    la    quantité 

I  V7 1-  TTTT-  I    est,  ou  positive  ou  négative  ou  nulle. 


I i_ 

RzR'z         4 


33.  Remarquons  dès-à-présent  que  cette  indicatrice  (2")  peut  être 
envisagée  comme  l'indicatrice  proprement  dite  d'une  surface  osculatrice 
fictive  F,„  qui  aurait  pour  courbure  normale  alternante  de   ses    courbes 

génératrices  (j)  et  Çs')  la  moyenne  arithmétique  —  1  j^ \-  -r-rr  1  . 

Une  telle  surface  nioymuô,  qui  se  trouve  ainsi  avoir  mêmes  lignes 
asymptotiques  que  toutes  les  pseudo-surfaces  pour  lesquelles  la  demi- 
somme  précédente  garde  la  même  valeur  au  point  considéré  nous  sera 
fort  utile  dans  la  suite.  Mais  revenons  aux  équations  (2)  et  (2"). 

On  peut  en  déduire  immédiatement  l'équation  aux  carrés  des  in- 
verses des  demi-axes  de  la  conique  qu'elles  représentent.  On  a  pour  la 
première  : 

-rt-  +  [q,  -  P.  +  (p.  -  q.) cos <I>]-p- 

^^^    ^  ■  r         I  1 

-[q.p;  +  -^(p.-q:yJ  =  o. 


La  seconde  nous  donne  semblablement 
sin^ 


(3') 
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De  celle-ci,  par  exemple,  on  tire,  outre   les    rayons    principaux    de 
courbure  R  ou  R,  R'  ou  R',  soit  de  F,  soit  de  /•'„,,  les  invariants: 


sin^a>  R   ^  R'  ' 


^  sin'  a> 


sin^a>  RR' 

Du  premier  d'entr'eux,  égalé  à  zéro,  nous  concluons  incidemment, 
à  l'instar  des  surfaces,  que    la    condition    nécessaire    et    suffisante    pour 
qu'une  pseudo-surface  soie  minima,  à  savoir   R  -]-  R'  =  o,  revient,  d'a- 
près (i'),  à 
(4)  q,  —  P',  +  (p.  —  q'.)  cos  O  =  0 . 

Et  comme  ceci  équivaut  à 

(4')  q  —  P'  =  o          ou  bien  q^  —  p[  =  o , 

on  voit  que  cette  condition  exprime,  sous  diverses  formes,  que  les  lignes 
asymptotiques  de  F  sont  rectangulaires. 

Rapportée  A  ses  axes  de  figure,  l'indicatrice  (2)  prend  dès-lors  la 
forme  réduite 

(5)  r:+r^  =  '' 

en  même  temps  que  la  courbure  verticale  ci-dessus  devient 

I  cos^  9    ,    sin^  cp 

34.  Pour  appliquer  ces  résultats  aux  surfaces,  en  général,  on  re- 
marquera que,  en  partant  de  la  forme  (2')  et  ayant  égard  à  la  condi- 
tion p  -j-  ç'  =  0,  on  peut  écrire  tout  d'abord  ainsi  l'indicatrice  de  F 

^         '       -^  '   ^  sm<t> 


Que  si  les  coordonnées  deviennent  rectangulaires  et  que  les  plans 
coordonnés  soient  des  plans  principaux,  il  faudra  avoir  en  sus  <i>  =  — , 
p  =  q'  ==.  o,  et  l'on  retrouvera  alors  la  forme  (5)  sous  les  conditions 
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IL 

Analogies  entre  la  courbure  des  pseudo-surfaces 
et  celle  des  surfaces. 

35.  Avant  de  nous  occuper  Je  la  courbure  des  pseudo-surfaces,  ar- 
rêtons-nous d'abord  à  celle  des  surfaces. 

Tout  ne  semble-t'il  pas  avoir  été  dit  sur  cette  question  dans  laquelle 
de  savants  géomètres  ne  veulent  plus  voir  rien  autre  chose  qu'une  fa- 
stidieuse question  de  mots,  par  cette  raison  que,  prise  dans  sa  généra- 
lité, la  courbure  d'une  surface  n'offre  à  l'esprit  qu'une  idée  assez  con- 
fuse et  qu'il  devient  dès  lors  possible  d'en  donner  des  expressions  éga- 
lement plausibles,  offrant  chacune  ses  avantages,  sans  qu'aucune  satisfasse 
pleinement. 

S'il  en  était  véritablement  ainsi,  nous  aurions  mauvaise  grâce  à  son- 
ger à  passer  outre;  mais,  on  le  sait,  malgré  ces  fins  de  non  recevoir, 
les  avis  restent  partagés.  Nous  rangeant  donc  sans  hésitation  parmi  les 
dissidents,  nous  espérons  faire  voir  avec  netteté  que  la  question  admet 
une  solution  très  simple,  seule  acceptable  entre  toutes,  à  notre  avis,  et 
commune  d'ailleurs  aux  pseudo-surfaces  et  aux  surfaces.  Qu'on  nous 
permette  seulement,  en  vue  de  la  clarté  de  l'exposition,  de  reprendre  les 
choses  d'un  peu  plus  haut. 

36.  Soit  M  un  point  que  nous  supposerons  tout  d'abord  situé  sur 
une  sphère.  N'est-il  pas  évident  que  la  courbure  de  la  sphère,  tout  autour 
de  ce  point,  est  parfaitement  définie  par  celle  des  grands  cercles  qui  s'y 

coupent,  c'est-à-dire  par  -j^  ?  Partant  de  là  nous    dirons  :    la   courbure 

d'une  surface  en  chacun  de  ses  points  et  pour  une  direction  quelconque 
issue  de  ce  point,  n'est  autre  que  la  courbure  de  la  section  normale 
faite  suivant  cette  direction  même. 

Ceci  posé,  représentons-nous  portées  sur  la  normale  M  N  et  à  partir 

du  point  M,  les  longueurs  —jj  ou  r  des  courbures  des  diverses  sections 

normales  de  la  surface;  puis,  rabattons-les  chacune  suivant  l'intersection 
du  plan  tangent  avec  le  plan  normal  qui  la  contient.  Les  extrémités  de 
ces  longueurs  détermineront  une  certaine  courbe  dont  la  forme  suffira 
déjà  pour  rendre  manifeste;  graphiquement  du  moins,   la   variation  des 
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courbures  normales  successives  et,  comme  conséquence  de  notre  défini- 
tion, celle  de  la  courbure  elle-même  de  la  surface  tout  autour  de  M. 
Nous  donnerons  à  cette  courbe  le  nom  d'indicatrice  plane  de  courbure. 

La  même  construction  est,  de  tout  point,  applicable  aux  pseudo- 
surfaces, pour  deux  motifs  surtout,  d'abord  parce  qu'elles  ont,  elles  aussi, 
une  indicatrice  proprement  dite,  que  les  longueurs  |''p"  servent  à  con- 
struire, et  qu'en  second  lieu,  cette  indicatrice  est  identique  à  celle  de  la 
surface  auxiliaire  F^^^  que  nous  avons  déjà  fait  connaître  (n°  32). 

De  là  vient  que  le  lieu  nouveau  qui  nous  occupe  est  susceptible 
d'être  représenté  par  une  équation  réduite  de  même  forme,  soit  qu'il 
s'agisse  de  surfaces,  soit  qu'il  s'agisse  de  pseudo-surfaces.  Cette  équation 
est  (n°  ^^)  : 

(7) 


cos  o     ,    sin  (p 
r  =  — ÏT-* — |- 


R       '      R' 

L'indicatrice  plane  de  courbure  qu'elle  définit  n'est  autre  que  la 
transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  de  la  courbe  du  4''""'  ordre 
dont  (6)  est  l'équation  en  coordonnées  polaires  p  et  <p.  Elle  est  elle-même 
du  sixième  ordre  et  présente  trois  variétés  selon  que  les  rayons  prin- 
cipaux R  et  R'  sont  de  même  signe  ou  de  signe  contraire,  ou  que  l'un 
d'eux,  R'  par  exemple,  est  infini. 


rig  6 


37.  C'est  avec  ces  rayons  que  se  forment  les  expressions  diverses 
qui  ont  été  successivement  proposées  comme  mesure  de  la  courbure  des 
surfaces.  Nous  ne  pouvons  ne  pas  discuter  en  peu  de  mots  les  princi- 
pales de  ces  expressions.  Nous  le  ferons  en  les  appliquant  à  la  surface 
F,,, ,  ce  qui  revient,  comme  on  l'a  dit,  à  les  appliquer  à  la  pseudo-surface 
F  elle  même. 

Cette  expression  de  la  courbure  (dite  iotaW)  due 


1°  K. 


RR' 


à  Gauss,  peut,  à  la  rigueur,  être  acceptée  tant  que  les  rayons  R  et  R' 
ont  des  valeurs  finies,  de  même  signe  ou  de  signe  contraire.  Mais  lorsque 
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l'un  d'eux  est  infini,  on  est  oblige  d'admettre  que  la  surface  F„,  de- 
venue dcveloppable  en  vertu  de  l'hypothèse  K,  =  o,  a  une  courbure 
identiquement  iinlle  en  chacun  de  ses  points,  et  cela,  avant  même  que 
d'être  développée  !...  Bien  plus,  pour  être  conséquent,  on  doit  dire  qu'en 
se  déformant  d'une  infinité  de  manières,  la  courbure  de  cette  surface 
reste  rigoureusement  la  tnêiiie  pourvu  que  K,  ne  change  pas,  etc.  Faut-il 
s'étonner  qu'un  grand  nombre  de  géomètres  aient  reculé  devant  de  pa- 
reilles conséquences,  quelles  que  puissent  être  d'ailleurs  les  analogies  sé- 
duisantes qu'à  son  point  de  départ  la  théorie  de  Gauss  offre  avec  la 
courbure  des  lignes  en  général?  *). 

2"  K^  =  "ni  +  -jTTi  •  —  Ei^  adoptant  cette  formule,  on  remplace  la 

composante  -77  de  la  déviation  verticale  —  par  cette  déviation  elle-même 
(n°  13)  et,  conséquemment,  l'indicatrice  (5)  par  la  dcvialrke 

(8)  "rT'  "^  R^  ~  ^  ' 

Or,  on  rend  de  la  sorte  impossible  toute  distinction  entre  la  con- 
vexité et  la  concavité  de  F,,,  autour  du  point  u-,  chose  essentielle  pourtant 
lorsqu'il  s'agit  de  courbure. 

Au  facteur  -^  près,  la  valeur  de  K^  est  celle  de  l'intégrale  définie 


2 


/■  7cos^?     I     sin>\ 


I      ,     I 


3°  K,  =  -5 — |-  -pT .  —  Cette  troisième  expression,  due   à    Sophie 

Germain,  tombe  en  défaut  quand  F„,  est  une  surface  minima  et,  par 
suite,  quand  les  pseudo-surfaces  qu'elle  remplace  le  sont  aussi.  Au  fac- 
teur —  près,  la  valeur  de  K^  est  celle  de  l'intégrale 

4°  K_^=  —  (-5 — h"5T)-  —  Ceci  revient  à  prendre  pour  mesure 


*)  Au  sujet  du  produit  RR'  et  de  son  analogue  RjR,',  voir  dans  le  Bulletin 
de  la  Société  Mathématique  de  France  (t.  XXVI,  p.  1 14)  notre  Note  intitulée  :  Sur 
îine  formule  ^'Enneper  et  sa  corrélative,  à  savoir  ; 

To  =  ±  V^^KRi        et        t"  z=  ±  /— R,R;  . 


CHAPITRE   I.  —  PROPRIÉTÉS    AUTOUR    d'uN    POINT.  6l 

de  la  courbure  de  F^  sa  courbure  sphcriqiie  ou  uioyenne;  mais  on  re- 
trouve les  mêmes  cas  d'exception  qu'avec  K, . 

12  1 

5°  K  =  -f^  -| „        -\-  -if^Tj .  —  Seule,    cette    dernière    formule, 

^         K         3  K  K  K 

due  à  BouRGET  et  Housel,  nous  parait,  malgré  sa  complication  relative, 
digne  de  toute  attention.  Au  lieu  d'avoir  trait  comme  les  précédentes,  à 
la  somme,  à  la  demi-somme,  au  produit,  etc.  des  demi-axes  de  l'indica- 
trice plane  de  courbure  (6),  c'est  à  l'aire  même  de  cette  courbe  qu'elle 
se  rapporte.  Cette  heureuse  innovation  présente  des  avantages  tels  que 
nous  l'avons  résolument  adoptée  comme  base  de  nos  propres  recherches. 


m. 

Indicatrice  convexe  de  courbure  d'une  pseudo-surface. 
Volumes  indicateurs. 

38.  Calculons,  tout  d'abord,  à   l'aide  de  l'intégrale  —  /  r^do,  l'aire 

de  l'indicatrice  plane  de  courbure  (7)  dans  les  divers  cas  qu'elle  présente. 
Si  l'on  désigne  généralement  par  A^,  cette  aire,  on  trouvera    pour 
correspondre  aux  trois  variétés  du  lieu,  savoir  : 


R      ' 

R' 

cos^  9 
R 

sin"  <p 
R' 

cos^  (p 

(?)  {  >■  = 

ce 
^  =  -R     ' 

^"'  ^  T  ("R"  "^  RR/  "^  R^V  ' 

(9')  ]  ^"^  ""  "8"  \  r  ■"  RR^  "^  ITV  ' 

A    --^-i- 
'  —    8     R'  • 

Posons-nous  maintenant  la  question  suivante  : 

N'est-il  pas  possible  de  remplacer  ces  indicatrices  planes  dont  la  con- 
struction artificielle  ne  fournit  d'ailleurs  qu'une  solution  approchée  du 
problème  par  des  surfaces  convexes  correspondantes  iï,  mesurant,  en 
toute  exactitude  géométriquement,  par  elles-mêmes  d'abord  et  numéri- 
quement par  leur  aire  ensuite,  la  courbure    de    la    pseudo-surface  F  au 
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point  M  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle  de  la  surface  auxiliaire  I'\^, 
en  ce  même  point?  On  le  peut  en  effet  et  voici  de  quelle  manière: 


C     L 


Soit  MA  une  direction  quelconque,  prise  dans  le  plan  tangent  et 
faisant  avec  MX  un  angle  égal  à  o.  Soit  M D  ou  p  le  rayon  de  cour- 
bure de  la  section  normale  produite  dans  la  surface  F„,  par  le  plan 
N M  A.  Sur  DL  parallèle  à  MA,  prenons  un  point  quelconque  C;  puis, 
marquons  sur  MC  le  point  c  tel  que  l'on  ait  M  C.Mc  ^  i.  Le  lieu  de 
ce  point  est  une  circonférence  dont  le  diamètre  Md  satisfait  à  la  relation 
MD.Md  =  I,  ou  bien  pr  =  i,  et  qui  a  pour  équation  p  =rcosO. 

Si  maintenant  on  imagine  que  la  droite  MA  tourne  autour  du 
point  Af,  de  manière  que,  dans  chacune  de  ses  positions,  la  distance  M  D 
des  deux  parallèles  reste  égale  au  rayon  de  courbure  de  la  section  nor- 
male correspondante,  la  circonférence  Mac  engendrera  une  surface  - 
qui,  mesurant  exactement,  dans  chacune  des  directions  issues  du  point  M, 
la  courbure  de  la  surface  F  ,  mesure  par  là-même,  exactement,  d'aorès 
notre  définition  (n°  ^6'),  la  courbure  proprement  dite  de  cette  surface  en 
ce  point. 

Formons  l'équation  du  lieu  que  nous  venons  de  définir.  Il  suffit 
pour  cela  de  remplacer,  dans  l'équation  du  cercle  ci-dessus,  r  par  sa  va- 
leur (y),  et  l'on  aura  ainsi  pour  les  trois  cas  que  comporte  la  question 
et  dans  le  double  système  de  coordonnées  rectangulaires  et  polaires  : 


(10) 


(cos"  o     ,     sin'  o  \         ,, 
/cos^o         siiro\        , 


cos  o 
p  =  —^  <^os 
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X^  4-  Y^  4-  Z^  —  ^^'  ^^  +  R  ^')  ^ 


(10')  (    X^  4-  F^  +  Z 


RR'(X^+  Y')   ' 
(R'X^— Rr)Z 


RR'(x^  +  n  ' 

Vî  7 

Ce  sont  là  trois  surfaces  fermées.  Dans  la  première,  les  diamètres 
des  sections  normales  varient  entre  un  maximum   -5-  et   un  minimum 

^p7   (nous  supposons  R'  ^  R).  Dans  la  deuxième,    les    plans    verticaux 

conduits  suivant  les  tangentes,  à  l'origine,  de  l'indicatrice  plane  corre- 
spondante lui  sont  tangents  et  la  divisent  en  quatre  parties  symétriques 
deux-à-deux  et  situées  de  part  et  d'autre  du  plan  des  X  Y.  Quant  à  la 
troisième  surface,  elle  dérive  de  la  seconde  en  ce  que  les  plans  tangents 
dont  nous  venons  de  parler  s'y  trouvent  en  coïncidence. 

39.  Au  point  de  vue  géométrique,  l'introduction  de  nos  indicatrices 
convexes  résoud  d'une  manière,  à  la  fois  simple  et  adéquate,  le  problème 
de  la  courbure,  soit  des  surfaces,  soit  des  pseudo-surfaces,  en  chacun  de 
leurs  points  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  au  point  de  vue  numérique. 
Les  aires  de  ces  nouvelles  indicatrices  dépendant  des  fonctions  elliptiques 
sont  trop  compliquées  dans  leur  expression  pour  pouvoir  être  utilisées 
telles  quelles.  Il  devient  nécessaire  pratiquement  de  substituer  aux  valeurs 
exactes  des  valeurs  approchées.  Or,  chose  remarquable,  il  est  possible,  à 
l'aide  d'une  légère  transformation,  de  faire  prendre  aux  indicatrices  con- 
vexes une  aire  rigoureusement  égale  à  celle  des  indicatrices  planes  qui 
leur  correspondent,  ce  qui  nous  permettra,  entr'autres  avantages,  de 
juger  avec  certitude  du  degré  de  précision  que  comporte  la  méthode  de 

BOURGET    et    HOUSEL. 

A  cet  effet,  imaginons  qu'on  substitue  à  chacun  des  éléments  fusi- 
fornies  dont  se  composent  les  indicatrices  convexes,  le  fuseau  sphérique 

de  rayon  —  et  d'angle  ^9  suivant  lequel  il  se  projette    sur   la  sphère 

d'égal  diamètre.  Il  arrivera  alors  que  le  plan  tangent  en  chacun  des  points 
de  ce  second  fuseau  se  trouvant  perpendiculaire  à  la  section  normale 
que  ce  point  détermine,  fera,  avec  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface 
F^^^ ,  un  angle  égal  à  2O  ou  à  r:  —  2O. 

En  représentant  par  u  d  u  d  9  la  projection  sur  le  plan  des  X  Y  d'un 
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élément  infinitésimal  de  ce  second  fuseau,  on  aura  pour  l'aire  A7,  de  la 
première  des  surfaces  -  transformée  ou,  pour  ainsi  dire,  spbéricisée  de 
la  sorte  : 


At,  =  2   /     do 


'""    ud  u 


_    cos  2  0  ' 
avec  les  relations 

//  =  p  sm  fj ,         c  =:  ;-  cos  T  ,         r  =  — -~  -\ ~- 

On  en  tire 

û  2  n 

sm  20 


cos  (p         sm  9 


R       '       R' 

Portant  dans  A,,  la  valeur  de  cos  2  0  qui  en  résulte,  l'intégration  par 
rapport  à  //  aboutit  et  il  vient 

Or  c'est  là  justement  le  calcul  qu'il  faut  faire  pour  avoir  (n°  38)  l'aire 
complète  de  la  première  des  indicatrices  planes.  On  a  donc  A^^  =  A^^ . 

c.    Q..    F.    D. 

Des  calculs  analogues  permettent  d'étendre  cette  propriété  aux  deux 
autres  surfaces  ;  mais  il  ne  sont  pas  nécessaires,  car  il  suffit,  pour  l'une, 
de  remplacer  dans  le  résultat  précédent  R'  par  —  R',  et  pour  l'autre, 
de  supposer  R'  infini. 

40.  Volumes  indicateurs.  —  Poursuivons  notre  étude,  en  nous  re- 
portant à  la  Fig.  7.  Menons-y  Mb  perpendiculaire  à  Me.  Ces  deux  lon- 
gueurs, issues  du  point  M,    étant    les    composantes    orthogonales  de  la 

courbure  normale  Md  om  —  qui  mesure,  comme  on  l'a  dit,    dans    la 

direction  MA,  la  courbure  de  la  surface  F,,,  peuvent,  par-là  même,  se 
substituer  à  elle.  Leur  lieu  géométrique  est  d'ailleurs  la  surface  du  cercle 

Mbcd.  Or,  lorsque  ce  cercle,  dent  le  diamètre  varie  avec  — ^  tourne 

autour  de  la  normale  M  N,  il  engendre  un  volume  qui  se  trouve  être 
ainsi  le  lieu  des  composantes  orthogonales  de  toutes  les  sections  normales 
faites  dans  la  surface  tout  autour  du  point  M. 

En  raison  de  cette  propriété,  on  peut  considérer  ce  volume,  sinon 
comme  mesurant,  du  moins  comme  représentant,  siio  modo,  la  courbure 
en  M  de  F  .. 
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Il  y  a  plus  :  un  tel  volume  qui  n'est  autre,  remarquons-le,  que  celui 
de  l'indicatrice  convexe  de  courbure  elle-même,  offre  ceci  de  particulier 
qu'il  peut  être  calculé  facilement  et  en  toute  rigueur,  vu  que  les  quan- 
tités qu'on  y  néglige  sont  infiniment  petites  par  rapport  aux  onglets  élé- 
mentaires dont  ce  volume  se  compose,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  le  calcul 
de  l'aire  correspondante,  non  encore  sphéricisée. 

1°  Reprenons  la  première  des  surfaces  ^.  La  formule  à  lui  appli- 
quer étant 

on  trouve  sans  difficulté 

'       96  \K'       RR'^  R'VVR  ^  R7  ■ 

2°  En  ce  qui  concerne  le  second  volume,  comme  l'intégrale  qui  l'ex- 
prime  change  de  signe  pour  les  directions  tg  ©^  =  +  1  /  -5-  qui  sont 
celles  des  tangentes  à  l'origine,  il  faut  employer  l'intégrale  dédoublée 

—  /     r^d<û  —  - —  /    rdr?. 
3   Jo  3  J^. 

En  posant,  pour  plus  de  symétrie, 

4 
I    /3.5         2.7     I     3-5\      I 

144  \R^      RR'"^  R'VI'RF' 

^  "^  ^  VTr  +  RR^  +  R^V  V"R  ~  R~/  ' 
on  a  pour  le  volume  total 

V,  =  2  p  +  2  Qo; , 

et  pour  les  volumes  partiels  : 

f',  =  p  +  q(?:  +  ^)  > 

le  premier  étant  situé  au  dessus  du  plan  tangent  en  M  et  le  second,  au 
dessous. 
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Ces  résultats  se  simplifient  notablement  lorsque  R  =  R',  ce  qui  est 
le  cas  (à  cause  du  signe  —  que  nous  avons  explicité)  des  pseudo-surfaces 
miniina.  On  a  alors  simplement 

^^""  ^~  9R^  ' 

valeur  que  le  calcul  direct  de  l'intégrale  — rr^   /     cos'2''p^9  permet  de 

vérifier. 

3°  Le  troisième  volume  se  tire  de  l'un  quelconque  des  deux  pre- 
miers en  y  posant  R'  =  oo  .  On  trouve 

^  ~  ^6   R'  • 

41.  Faisons  un  dernier  pas  en  considérant  le  cylindre  droit  circon- 
scrit A  l'indicatrice  convexe  de  courbure,  dont  la  trace,  sur  le  plan  des 
X  Y,  n'est  autre  que  le  contour  apparent  de  cette  indicatrice  sur  ce  même 
plan.  Calculons  le  volume  compris  entre  la  base  du  cylindre,  sa  surface 
latérale  et  celle  de  l'indicatrice,  en  ayant  soin  de  limiter  ce  volume  à  la 
courbe  de  contact. 

Si  l'on  représente  par  U,  celui  de  ces  volumes  qui  correspond  à  la 
première  des  indicatrices  -,  on  aura 


dd^         I  z  II     d    II     y 

o  *y  o 


avec  la  relation 

u'  =  Z{r  -  Z). 

Tirant  de  cette  équation  du  2^"""  degré  en  Z  la  plus  petite  racine 
et  la  substituant  dans  U^ ,  on  trouve 

^'-48  j„  V  R  ^  R'  r^~  4  '• 

Ainsi  le  volume  cherché  est  le  quart  de  celui  du  solide  indicateur 
correspondant.  On  en  conclut  que  les  deux  volumes  peuvent,  au  même 
titre,  représenter  la  courbure  de  la  surface  F„  en  chacun  de  ses  points. 

Il  est  à  remarquer  que  la  base  du  cylindre  indicateur  de  courbure 
est  homothétique  à  l'indicatrice  plane  de  Bourget  et  Housel  et,  de  plus, 
qu'elle  en  vaut  le  quart.  On  peut  donc  négliger  celle-ci  et  ne  retenir 
que  la  première. 
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42.  Les  propriétés  géon: étriqués  que  nous  venons  de  signaler  ne 
sont,  au  fond,  qu'une  première  extension  des  théorèmes  qu'ARCHiMÈDE 
a  découverts  dans  la  sphère  et  son  cylindre  circonscrit.  Pour  ce  motif, 
nous  croyons  qu'il  ne  sera  pas  sans  intérêt  de  montrer,  dans  une  courte 
digression,  de  quels  théorèmes,  plus  généraux  encore,  ces  propriétés 
dérivent. 

IV. 

Généralisation  des  résultats  précédents. 
Théorèmes  sur  les  hémicyclides. 

43.  Nous  appelons  surfaces  héinicycUdaks  ou  simplement  hémicycli- 
des, les  surfaces  engendrées  par  un  demi-cercle  dans  les  conditions  sui- 
vantes : 


z 

D 

^^?^^^ 

T"ig.8 

\K 

^». 

n\ 

X 

I 

l 

\ 

0 

\.  -^  i 

^  /• 

^m 


Soient  A B  un  arc  de  courbe  algébrique  ou  transcendante;  AOB=^, 
le  secteur  correspondant  à  un  pôle  0  donné.  Relevons  sur  la  normale 
au  plan  menée  au  pôle  chacun  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  aux 
divers  points  de  l'arc  pour  en  faire  le  diamètre  OD  d'un  demi-cercle 
situé  dans  le  plan  du  rayon  considéré  et  de  la  normale. 

Théorème  I.  —  L'aire  du  secteur  donné  est  exactement  égale  à  celle 
de  la  surface  transformée  qu'on  obtient  en  substituant  à  chacun  des  élé- 
ments fusiformes  dont  l'hémicyclide  se  compose,  le  fuseau  sphérique  qui  en 
est  la  projection  sur  la  sphère  d'égal  diamètre. 
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Soit  en  effet  F(r,  ©)  =  o,  l'équation  de  la  courbe  plane  donnée, 
rapportée  au  point  0  comme  pôle  et  à  la  direction  OA  comme  axe 
polaire.  Pour  préciser  davantage,  prenons  sur  cette  courbe  la  branche 
définie  par  la  détermination  de  r  suivante  : 

r  =/{?)■ 
Si  l'on  désigne  par  p  un  rayon  vecteur  0  n  de  l'hémicyclide  et  par 
0,  l'angle  que  ce  rayon  fait  avec  0  Z,  on  aura  pour  équation  du  demi- 
cercle  générateur  :  p  =  r  cos  0  et,  par  conséquent,  pour  celle  de  l'hémi- 
cyclide produite 

P  =/(<?)  cos  e, 

6  variant,  dans  les  deux  formules,  de  zéro  A  —  . 
'  2 

Cela  étant,  posons  u  =■  o  sia  0.  L'aire  de  la  portion  de  surface  trans- 
formée par  spljéricisaiiûii  qui  correspond  à  l'angle  A  Oni  =^<!j>  sera 


(il)  A,  =  2  f'd'^  I 

2  u       . 

et  comme  sin  2  6  rr=  — ,  il  vient 
r 


u  du 
cos  26 


Mais 


donc,  à  la  limite. 


I    r 


A.  = 


en  représentant  par  A^  l'aire  plane  du  secteur  A  0  B,  d'angle  <^,  qui  a 
servi  à  construire  l'hémicyclide.  c.  q..  f.  d. 

44.  Quant  à  l'aire  exacte  de  l'hémicyclide,  si  l'on  représente  par  r 
l'angle  que  fait,  avec  le  plan  des  X  Y,  le  plan  tangent  mené  par  un  quel- 
conque 7î  de  ses  points,  on  aura  sous  deux  formes  différentes  : 
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Comme  vérification,  il  faut  que  si  l'on  pose,  sous  le  radical,  du  =  o, 
A  redevienne  A^.  C'est  ce  qui  a  lieu  en  eiîet,  car  la  quantité  à  intégrer 

étant  alors  égale  à  rd^.ad':),  de  sin  2  0=:  —   on  tire  rd^)  = r-  . 

r  cos  2  0 

Et  comme  en  passant  de  la  variable  0  à  la  variable  //,  il    faut    doubler 
l'intégrale,  on  retrouve  bien  de  la  sorte  l'expression  de  A^^  ci-dessus. 

45.  Théorème  II.  —  La  portion  de  volume  du  cylindre  droit  circon- 
scrit à  l'hémicyclide  comprise  entre  cette  dernière  surface  et  sa  projection  sur 
le  plan  tangent  est  exactement  le  quart  de  l'onglet  correspondant  si  on  limite 
le  cylindre  à  la  courbe  de  contact.  Il  en  est  la  moitié  si  on  n'arrête  le  cy- 
lindre qu'au  conoïde  que  forment  les  tangentes  horizontales  de  l'hémicyclide. 

En  eiîet,  le  volume  de  l'onglet,  d'angle  cp,  de  l'hémicyclide  a  pour 
expression 

(12)  Y  =  ~  I  do  j  %'cos50sin6ri6=:—   /    H J<p  . 

3      i/o  t/o  ^^    Jo 

D'autre  part,  celui  du  cylindre  circonscrit  limité  à  la  courbe  de  contact, 
comme  au  n"  41,  est 

^.9  r.T 

U  =    j    d(^  j     Zudu , 

avec  la  condition 

u'  =  Z{r  —  Z). 

Substituant  dans  la  valeur  de  U  la  plus  petite  racine  de  cette  équa- 
tion en  Z,  il  vient,  en  intégrant, 

48 

Doublant  ce  résultat,  à  cause  de  la  symétrie  des  éléments  partiels 
de  volume  par  rapport  à  la  courbe  de  contact,  on  aura  pour  le  volume 

total  du  cylindre  extérieur  à  l'onglet  et  arrêté  au  conoïde,  — V;  c,  q.  f.  d. 

46.  Théorème  III.  —  La  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques 
de  toute  hémicyclide  est  un  conoïde  parallèle  à  celui  que  forment  ses  tan- 
gentes hori^^ontales. 

On  le  démontre  sans  peine  en  remarquant  que  l'inverse  d'une  cir- 
conférence qui  passe  par  le  pôle  d'inversion  est  une  droite. 

Nous  aurons  occasion  dans  ce  qui  va  suivre  de  faire  diverses  ap- 
plications de  ces  trois  théorèmes. 


U  =  -4-  r  r'do  =  —  y. 
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V. 


Lieux  géométriques  complémentaires  relatifs  à  la  courbure 
de  la  surface  auxiliaire  F„. 


47.  I.  —  Comme  complément  à  la  théorie  exposée,  proposons-nous 
d'étudier,  d'abord,  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  toutes  les  sections 
normales  ou  obliques  que  l'on  peut  faire  autour  d'un  point  quelconque 
M  pris  sur  la  surface  auxiliaire  F„, . 

Ce  lieu  est  une  hémicyclide.  En  effet,  supposons  qu'au  lieu  de  ra- 
battre sur  le  plan  des  X  Y  (p°  ^6^  les  inverses  des  rayons  de  courbure 
des  sections  normales  de  la  surface  F„ ,  nous  rabattions  ces  rayons  eux- 
mêmes  ;  nous  aurons  les  trois  courbes 


r  = 


P 


cos  9 

+ 

sni 

? 

R 

R' 

cos^  9 
R 

— 

sin^ 
R' 

1 

COS^'ip 

R 

> 

rapportées  aux  coordonnées  polaires  p  et  9.  Or,  si  l'on  construit  les 
hémicyclides  correspondantes,  on  aura  précisément  les  trois  variétés  du 
lieu  général  qu'il  s'agit  d'étudier. 


Soit  donc  c'  le  centre  de    courbure    qui    correspond    à    la    section 
oblique  faite  dans  la  surface  F„,  par  le  plan  CM  A'.  Ce  point  est,  d'à- 
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près  le  théorème  de  Meunier,  situé  sur  la  circonférence  dont  MD  ou 
p  est  le  diamètre  et  qui  a  pour  équation,  en  coordonnées  polaires, 

p'  =1  p  cos  0 . 

On  obtiendra  l'équation  de  l'hémicyclide  cherchée  en  substituant  à 
p  sa  valeur,  ce  qui  donne,  sous  deux  formes  équivalentes,  et  dans  ses 
trois  variétés  : 

'    -  RR^cose 

^   '~  R'  cos'  ?  +  R  sin'  9  ' 

^^^^  ^    ^  ~  R'cos^(p—  Rsin'(p' 

,  _  Rcos9 
cos"^  cp 

Y2    I    Tr2    I    72  _    RR'ÇX"  -f-  Y')Z 
Cl^'^  (      y.    I     y.    ,    y.  _     RR'(X-+F)Z 

x^  +  F^  +  z'  =  R(^^  +  n^ , 

La  première  de  ces  surfaces  i'  est  une  surface  fermée  qui  affecte 
sensiblement  la  même  forme  que  la  première  des  surfaces  2  (n°  38). 
Quant  aux  deux  autres,  elles  sont  composées  de  nappes  qui  s'étendent 
à  l'infini  dans  la  direction  de  leurs  plans  asymptotiques  respectifs,  savoir  : 

tg<p,  =  ih  l/-p- ,  pour  la  seconde,  et  9,  =  —  pour  la  troisième. 
Ajoutons  que  ces  nappes  sont  situées  de  part  et  d'autre  du  plan  tangent 
en  M  dans  le  premier  cas,  et  d'un  même  côté  dans  le  second. 

Aux  surfaces  2'  se  rattachent  d'autres  surfaces  2"  qui  leur  sont 
homothétiques  et  qu'on  pourrait  qualifier  de  surfaces  de  courbure  parce 
qu'elles  sont  les  lieux  géométriques  des  cercles  de  courbure  de  toutes  les 
secdons  normales  faites  au  point  M.  Il  suffira  donc  que  nous  nous  oc- 
cupions des  surfaces  ii'. 

48.  1°  En  appliquant  à  la  première  d'entr'elles  (13)  la  formule  gé- 
nérale (11),  on  trouve 

'  2 

Ainsi  l'aire  cherchée  est  égale  à  celle  d'une  ellipse   dont   les   demi-axes 
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sont  la  moyenne  arithmétique  et  la  moyenne  géométrique  des  rayons 
principaux. 

Quant  au  volume  correspondant,  la  formule  (12)  nous  donne 

V;  =  ^(3R^  +  2  RR'  +  3R-)t/RR7. 

Lorsque  R  =  R',  on  obtient  le  volume  de  la  sphère  dont  MD  est  le 
diamètre,  résultat  facile  à  prévoir. 

2°  Passons  à  la  seconde  des  surfaces  -'.  Comme  elle  devient  in- 
finie pour  (p  =  '^j ,  il  n'y  a  lieu  que  d'en  calculer  un  fuseau  ou  un  onglet 
correspondant  à  une  valeur  de  'p  hiférieure  à  9^  . 

Pour  l'aire  de  la  surface  (transformée),  on  trouve 

8  a;. = l^'^'\+'^2'-"^'''  -  (R'  -  R)  /RR^  '«g  (  ^°^^^  +  ^""')  • 

^       R  cos  (p  —  Rsm  9       ^  -^  °\Rcos9  —  Rsm'p/ 

Le  cas  de  R  :=  R'  pour  lequel  F^^  devient  une  surface  in'vnma  est 
particulièrement  intéressant.  On  constate  d'abord  que  la  limite  du  dernier 
terme  de  A'^^  est  nulle,  et  il  vient  alors 

A,,  =  — tg2cp. 
4 

Ceci  fait  voir  que  l'aire  totale  de  la  surface  considérée  est  la  même 
que  celle  de  la  bande  du  plan  tangent  comprise  entre  deux  parallèles 
distantes,  de  part  et  d'autre  du  point  M,  de  la  longueur  R. 

Pour  le  volume  de  l'onglet  correspondant,  si  l'on  pose 

Q'  =  (3R--.RR'  +  3R'').'RR^log(i;^^^|^). 


on  aura 


v:  =  — (P'  +  QO- 

'       192^       '       ^ 
Lorsque  R  =  R', 

-•  =  îte  +  '°^'="(^  +  f)]- 

ainsi  qu'on  peut  le  vérifier  directement. 

3°  Enfin  la  troisième  des  surfaces  2'  acquiert,  elle  aussi,    une   aire 

et  un  volume  infinis  pour  9^  =  —  ;  mais  pour  9  <C  ?i  >  on  trouve 
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'  180    V  cos^'cp     '    cos'^'p  / 

49.  IL  Transformées  conoïdales.  —  D'après  le  théorème  III  du 
11°  46,  toute  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  hémi- 
cyclide  est  un  conoïde  à  génératrices  horizontales.  Cherchons  l'équation 
de  ce  conoïde,  d'abord,  pour  les  surfaces  i',  puis,  pour  les  surfaces  2. 

a.  Considérons  la  première,  par  exemple,  des  surfaces  ^'  ou  (13'). 
Puisqu'on  a  M  C .  Me'  =  i,  sa  transformée  est  le  conoïde 

C14;  ^    —      RR'(X^_^  Y')     ' 

que  forment  les  tangentes  horizontales  de  la  première  des  surfaces  I.,  le 
module  de  la  transformation  étant  l'unité. 

Si  ce  module  devient  égal  à  RR',  on  obtient  le  conoïde 

7  _  R'X^-f-RF 

que  nous  retrouverons  dans  la  suite  à  propos  des  pinceaux  de  normales. 
Dans  ce  dernier  cas,  l'intersection  des  deux  surfaces  appartient  à  la 
sphère 

X^_|_  p_j_Z^=:  RR', 

et  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  est  la  courbe 

r'  =  (R'  —  R)  (R  sin^  9  —  R'  cos"^  9) . 

p>.  Remontons  aux  surfaces  I.  ou  (10).  Comme  on  a  MC.Mc=i, 
la  transformée  de  la  première  est  le  conoïde 

RR'(X^+7^) 
~"   R'X'  +  R7'   ' 

lieu  des  tangentes  horizontales  de  la  première  des  surfaces  ^',  la  cons- 
tante étant  égale  à  l'unité.  On  voit  qu'il  ne  diifère  du  conoïde  (14)  que 

par  le  changement  de  Z  en  -^  . 

En  particulier,  si  la  constante  est  ô~d7>  ^^  conoïde  devient 

7  — _^!+ZL. 
~lVX'-\-KY'' 
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Ici  riiitersection  des  surfaces  a  lieu  sur  la  sphère 

X*  -f-     Y'  -\-   Z^   =  r^-^,    y 

et  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  est  la  courbe 

R  sin^  'p  —  R'cos'*9 


(i-i) 


(Rsin>-f  R'cos^<py  * 

Des  considérations  du  même  genre  seraient  applicables  à  la  dévia- 
trice  (8),  mais  sans  utilité,  au  point  de  vue  du  moins  de  la  courbure 
des  pseudo-surfaces  ou  des  surfaces. 


Chapitre  II. 
PROPRIÉTÉS  AUTOUR  D'UN  AXE. 


I. 
Théorie  des  pinceaux  de  pseudo-normales. 

50.  I.  Formules  auxiliaires.  —  Les  équations  (I,  49)  nous  font 
connaître  les  sinus  des  angles  w  et  w'  que  fait  avec  MX  et  MF  la  di- 
rection ME'  pseudo-conjuguée  de  MA.  Résolvons  ces  équations  par 
rapport  à  sin  cp  et  à  sin  cp';  nous  aurons 

K"  pg  sin  <p  =  p  sin  w  —  q  sinoi'  =z  U , 


^^^^  ^   K"  p^  sin  <p'  =  —  p'  sin  oi  -[-  q'  sin  w'  =  U', 

K" 

en  se  souvenant  (n°  10)  que  K"  =  pq'  —  qp'  =^ 


sin  <I> 
Les  cosinus  de  ces  deux  catégories  d'angles  en  résultent  facilement  ; 

on  trouve  (I,  21')  : 

cos  w  .      ,    ,      ,  .  „ 

=  P^  sin  «p  +  p^  sin  9  =  P , 


(16) 

et,  par  suite, 
(17) 


COS  Oi' 

p. 


=  ^j.sincp'  4-  q[sm<f  =2, 


i^"p,coscp'=-^(t/+t/'cos«I>); 


d'où  cette  autre  expression  de  la  déviation  verticale  —  . 

_£__ k;^ 

p^^  -  U'-\-  U"-]-2UU'cos<P' 
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51.  IL  Ligne  de  striction  axiale.  —  Cherchons,  en  projection 
horizontale,  le  lieu  que  décrit  l'extrémité  A'  (Fig.  5)  de  la  plus  courte 
distance  de  la  verticale  M  N  h  h  pseudo-normale  M'N',  lorsque  celle-ci 
tourne  autour  de  M  N,  en  s'appuyant  sur  une  courbe  infinitésimale  située 
dans  le  plan  (tangent)  horizontal. 

On  a  d'abord  géométriquement 

dl  =  d  S  sin  <]^  =  d  S  cos  (w  —  'p)  =  d  S  cos  (o'  —  oj)  ; 

d'où,  en  développant  l'une  ou  l'autre  de  ces  relations,  à  l'aide  des  for- 
mules ci-dessus  : 

U  cos  co'  -j-  U'  cos  OJ  ,  - 

l'arc  dS  n'étant  assujetti  qu'à  la  condition  de  rester  infiniment  petit. 

Cette  formule  résoud  la  question  pour  le  cas  très  général  où  l'on 
voudrait  rapporter  la  direction  ME'  du  ra3^on  vecteur  M  H  aux  deux 
axes  obliques  M  X,  M  Y.  Mais  il  sera  plus  simple  d'adopter  ici  les  coor- 
données polaires  dl  et  oj,  ce  qui  donne 

(18')     dl=     ^  ^"''  '"  ~  ^'^  ~^^'^  ^"^  '"  "^^^  '"  "^  ^'  ^°^'  '"     ^ 5 , 
y(j)  sin  (0  —  g  cos  w)^  -["  {p'  sin  w  —  q'  cos  oiy 

dS  étant  une  fonction  quelconque  de  9  et,  par  conséquent,  de  w. 

Sous  cette  seconde  forme,  on  voit  clairemient  que  d  "k  s'annule  dans 
la  direction  des  trajectoires  orthogonales  des  lignes  de  courbure  (angu- 
laires) de  la  pseudo-surface  F,  ainsi  qu'on  pouvait  d'ailleurs  le  prévoir. 

Nous  donnerons,  dans  la  suite,  à  ce  lieu  une  forme  plus  simple. 

52.  IIL  CoNOïDE  DE  STRICTION  AXIALE. — Proposons-nous  maintenant 
de  trouver  le  lieu  des  perpendiculaires  communes  LK  à  MN  et  à  M'N'. 

Soit  Z'  l'ordonnée  de  l'extrémité  K  de  cette  perpendiculaire.  Nous 
partirons  des  relations  évidentes  : 

Z  = ^^^-p^cos^^.^, 

—77  désignant  la  courbure  normale  relative  à  la  direction  MA. 
?Â 

Exprimée  au  moyen  des  angles  w  et  (0'  par  les  formules  (15)^  cette 

courbure  nous  donne  (i')  pour  la  direction  pseudo-conjuguée  ME' 
K"  Z'  sin*  O  =  —  q,  sin*  co'  -|-  (p^  —  q^')  sin  co  sin  co' 

(19)    \  ,     >   -  2  sin*a> 

+  P.  sin  w  =  -77-  . 
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Revenant  aux  coordonnées  rectilignes  par  les  formules  de  transfor- 
mation connues,  on  en  déduit 

(,,'■)  V"Z'-    ~9^"^{p-OXT-{.p'Y'^ 

^^^        ^^-        x'^-f-7--[-2X'rcosa> 

Et  comme  X',  Y\  Z'  représentent  ici  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  du  lieu,  on  obtient  ainsi  pour  solution,  un  cono'iâc  du  3^""'  degré. 

Si  l'on  cherche  par  la  méthode  usuelle  (élémentaire)  les  valeurs- 
limites  de  Z',  on  trouvera  qu'elles  sont  fournies  par  l'équation  (3)  ou 
(3')  où  l'on  poserait 

(20)  K"Z'  =  ~, 

à  savoir,  si  l'on  choisit  la  première  forme,  par  exemple  : 

(K"Z7sin^a>  +  [q,  -  p;  +  (p,  -  q;)cos*](K"Z') 
(21) 


[q.p;  +  -^(p.-q:y] 


Au  lieu  de  cette  équation  qui  est  celle  aux  carrés  des  inverses  des 
demi-axes  de  l'indicatrice  (3),  Kummer,  dans  sa  Théorie  générale  des  sy- 
stèmes rectilignes  en  donne  une  autre  qui,  bien  que  équivalente  à  la  pré- 
cédente, est  moins  simple,  vu  qu'elle  renferme  comme  éléments  sura- 
bondants, d'abord,  les  coefficients  E,  F,  G  de  Gauss,  voire,  les  dévia- 
tions verticales  —  ,  —  des  lignes  coordonnées. 

Lorsque  <I>  =  — ^  et  qu'en  outre  les  plans  coordonnés  sont  des  plans 

principaux,  la  somme  p,  —  q',  ou  -jj — | — rrr  est  nulle  sans  que  chaque 
terme  le  soit  ;  on  a  donc 


cos  oj     ,     sin  co  I 

1   £ 

C'est  le  cas  général  des  pseudo-surfaces.  Pour  les  surfaces,  l'équation 


C'est  1 
se  réduit  à 

(22')  Z'  =  R'  cos'  0)  -j-  R  sin'  co  =:  —       ~^      —  , 

A    -f-  r 

ce  qui.  Justement,  nous  ramène  au  conoïde  (14')  du  n°  49. 

53.  III.    Surface    d'un    pinceau    circumaxial  de   pseudo-norma- 
les. —  Ce  lieu  géométrique  étant  la  surface  réglée  que  décrit  M'A"'  au- 
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tour  de  MN  (n°  51),  nous  chercherons  d'abord  l'équation  du  cône  di- 
recteur du  pinceau. 

A  cet  effet,  si  l'on  se  reporte  i\  la  Fig.  5,  on  y  voit  que  MN[, 
parallèle  à  M' A^',  est  la  génératrice  de  ce  cône,  correspondante  à  l'arc 
MM'  ou  J S.  Or  M N\  ,  se  projette  suivant  M  E  ou.  son  prolongement. 
Si  donc  on  désigne,  pour  un  instant,  par  w^ ,  w^  les  angles    4*  —  ?    et 

■{^  -j-  ?  (""  ^5)  ^^^  ^'^i^  ^^ ^  ^^'^^  ^  ^  ^^  ^^  ^y  01^  ^^"^^  ^^0=  ''^ ~ 

77 
et  0/  =:  w'  -| ;  donc,  d'après  (16)  , 

^  =  p,  sni  9   +  />,  sni  cp  =  f* , 

(23)  {  /', 

-^L  =  ^_  sm  <p   4-  (/,  sin  cp  =  Q. 

Cela  posé,  du  point  M  comme  centre  et  dans  le  plan  de  l'angle  de 
contingence  N M  N'  ou  dt,  décrivons  avec    un    rayon    arbitraire  'C,  un 

arc  de  cercle.  Cet  arc  aura  pour  mesure  'C,dz  ou  'Ç —  et  se  projettera 

en  vraie  grandeur  (aux  infiniments  petits  du  2^"^^  ordre  près)  sur  MJî 
ou  son  prolongement.  Il  en  résulte  que  si  l'on  représente  par  de,,  dr^,  ^ 
les  coordonnées  courantes  de  la  génératrice  M'N',  ses  équations  seront 

N  àX      ^     dn     ^  _Ç_  JS_ 

^  ^^  sin  co'  sin  co  p,   sin  <I> 

O  O  t  E 

Or,  d'après  (23),  ceci  revient  à 

(2A'-)  ^^  ^  ^'^  =1    ^^ 

^  ^ -^        ^j  sin  9' -j- ^j  sin  9        — /^^sincp' — /)'sin9        ''sinti)  ' 

ou,  plus  simplement,  à 

/_„>,  àX  _  ^-/i  ^v 

^^^  q.às  +  q[ds'  -  -p,ds-p[ds'        ■• 

Il  n'y  a  plus  qu'à  tirer  de  là  les  valeurs  de  ds  et  d  s'  et  à  les  sub- 
stituer dans  l'équation  Fj,(J5,  d  s'')  =■  o  de  la  directrice  plane  donnée. 
On  obtiendra  de  la  sorte  une  équation  homogène  en  dl,  dri,  t  qui  sera 
celle  du  cône  directeur  cherché.   • 

Soit,  comme  exemple,  le  cercle  infinitésimal 

F„  =  ds'  4-  ds"  -f  2  dsds'  cos  û^  —  d  S'  =  o  . 
A  l'aide  des  substitutions  indiquées,  on  en  déduira  sans  peine    le    cône 
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du  second  ordre 


^^^^     ^  2(p^dl  +  qA){p'A  +  g:d-n)cOS<î>  =  (p^Cj[  -  q,p\)US\ 

Entr'autres  remarques,  on  peut  vérifier  que  si  l'on  prend  pour  ^5 
une  valeur  bien  déterminée  et  qu'on  coupe  le  cône  par  le  plan  C=  i, 
le  rapport  de  l'aire  de  la  section  produite  à  celle  du  cercle  lui-même  sera 
égal  à  p^q\  —  q^p\  ,  c'est-à-dire  à  K". 

Occupons-nous,  en  second  lieu,  du  pinceau  proprement  dit.  En  ayant 
égard  aux  formules  (24"),  on  peut  écrire  immédiatement  les  équations 
de  sa  génératrice  M'  N\  savoir  : 

^,v  d^  —  ds      dfi  —  ds'       Y 

^     ■^  q,ds-\~q[ds'  ~  -p^ds—p\ds'  ~  ^  ' 

Que  si,  pour  abréger,  on  pose 

(27)  ^  -  {p.  9\  -  q.  Pd  ^^  +  (?.  -  A')  C  +  I , 

elles  deviendront 

\ds  ={i—p['Ç)dl  —  q\'C,d-t,, 


^^^^  \  \ds'=p^ldl-\-{^  +  q.'0)d-n. 

Il  reste  à  porter  ces  trois  dernières  expressions  dans  l'équation 
V^(ds,  ds')  =  o  de  la  directrice  donnée,  pour  avoir,  dans  chaque  cas, 
la  surface  du  pinceau  correspondant. 

Remarquons  qu'en  s'annulant,  le  déterminant  A^  donne  les  foyers 
optiques,  réels  ou  imaginaires,  du  rayon  axial  M  N.  On   a    vu    en  effet 

(n°  28)  que  ces  foyers  résultent  de  l'équation  en  -^  ou  -,-  suivante: 

4  +  (^,  -  Pl)  -^  +  {p.  q\  -  qj\)  =  0  . 
P  i-" 

Soient  ^^ ,  ^[  les  deux  distances  focales  (à  l'origine)  que  les   racines    de 

cette  équation  ou  plutôt  celles  de  son  inverse  déterminent.    On    pourra 

écrire  très   élégamment  : 

Nous  reviendrons  bientôt  sur  ce  dernier  résultat. 

54.  Parmi  les  propriétés  dont  jouissent  les  pinceaux  de  pseudo- 
normales, pinceaux  que  nous  pouvons  désormais  qualifier  de  pinceaux 
optiques,  nous  signalerons  celle-ci,  à  savoir  :  que  le  rapport  de  l'aire  de 
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leurs  sections  horizontales  à  celle  de  la  directrice  plane  est  toujours  égal 
à  A^ .  Ajoutons  tout-dc-suite  que,  bien  que  fort  remarquable,  cette  pro- 
priété n'est  qu'un  cas  particulier  de  celle  que  nous  établirons  bientôt  en 
terminant  ce  paragraphe.  Donnons-en  toutefois  un  exemple  : 

Si  l'on  suppose  que  la  'directrice  infinitésimale  soit  le  cercle 

lequel  implique  <I>  =  —  ,  la  surface  du  pinceau  correspondant  sera 


Or,  on  constate  aisément  qu'entre  l'aire  A^  de  l'ellipse  de  section  par  le 
plan  Z  =  ^  et  celle  A^  du  cercle  de  rayon  d  S,  on  a  bien 

-^  =  ipq'  -  qp'Y^'  +  (^  -  p')  ^  + 1  =  ^  • 

Quant  au  cône  directeur  correspondant,  il  est  ici 

{pdl  +  qdr:)^  +  {p'dl  +  q\Uy  =  {p  q'  -  q  P'Y.' d  S\ 
Si  l'on  désigne  par  ay  l'aire  de  la  section  qu'y    produit    le    même 

plan  horizontal  Z  ='C,  on  aura  —^  =:  A'"^';  et  pour  ^  =  i,  ce  rap- 

° 
port  se  réduira  à  K",  conformément  à  ce  qui  a  été  démontré  plus  haut. 

55.  V.  Mode  particulier  de  génération  des  pinceaux  de 
PSEUDO-NORMALES.  —  On  peut  se  demander,  guidé  en  cela  par  l'analogie 
avec  ce  qui  a  lieu  dans  le  cas  des  surfaces  (Sturm),  si  un  pinceau  de 
pseudo-normales  ou  optique  est  susceptible  d'être  engendré  par  le  mou- 
vement d'une  droite  s'appuvant,  d'une  part,  sur  une  courbe  infinitésimale 
plane  et,  d'autre  part,  sur  deux  droites  obliques  entr'elles  (et  non  plus 
rectangulaires)  en  même  temps  que  parallèles  au  plan  de  la  courbe. 

Pour  le  reconnaître,  nous  nous  reporterons  aux  formules  (31)  du 

sin  o 
n°  is.  En  se  souvenant  que  — : — '-- =:  y    on  peut  les  écrire  ainsi: 

■'  ^        sm  ©  ^ 


(30) 


7Z 

Si  l'on  y  fait  <^  =: —  avec  p^=zq[=zO,  hypothèses  qui  entraînent 
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alors  p  =z  q'  =  o,  on  .se  trouve  dans  le  cas  de  vraies  normales  appar- 
tenant à  une  surface  (n°  33)  normales  qui,  dans  le  voisinage  du  point 
M,  s'appuyent,  comme  nous  le  rappelions  tout-à-l'heure,  sur  deux  droites 
rectangulaires  ou  directrices  rectilignes,  individuellement  parallèles  aux  tan- 
gentes des  sections  principales.  (Voir:  Note  finale). 

Mais  dans  le  cas  général  des  pseudo-surfaces,  p^  et  g[  ou  p  et  q' 
n'étant  pas  nuls,  les  segments  {^^ ,  ^C[  ne  peuvent  devenir  simultanément 
constants,  comme  l'analogie  des  propriétés  l'exige,  que  de  deux  manières  : 
ou  bien,  parce  que  [j.  et  —  sont  eux-mêmes  constants,  ou  bien  parce 
que  les  coefficients  de  ces  quantités  sont  nuls. 

1°  Si  [X  est  constant,  le  pied  de  la  pseudo-normale  'M'N'  parcourt 
l'élément  fixe  M  M'  ou  ^  5,  et  le  lieu  de  cette  génératrice  doit,  a  priori, 
être  un  paraboloïde  hyperbolique. 

EtFectivement,  les  équations  de  M' N'  pouvant  s'écrire,  dans  le  cas 
le  plus  général  : 


di  = 


(^-{)ds, 


d'fi  =  il yr\d  s\ 

on  en  déduit,  pour  le  cas  présent,  le  paraboloïde  hyperbolique  : 

(31)  (i  —  jrjd-n  =  p-(i  —j-jdL 

2°  Si  les  coefficients  de  [j.  et  de  — ,  dans  l'équation  (30),  sont  nuls 
(sans  que  4>  soit  droit),  c'est  que  l'on  a 

(32)  P,  =  o,         q\  =  o, 
ou  bien 

(32')  p  -\-  q  œs  *l*  =:  o  ,         q'  -{-  p'  cos  <I>  =  0  , 

ce  qui  entraîne,  en  même  temps  que  t  =  — r-  et  K',  ^= »  les  rela- 

'     p^  q. 

tions  suivantes  : 

J              dz,  J  ,  dn 

as  =  — ; =r  ,         as  = 


et  l'on  remarque  en  outre  qu'actuellement  T,  et  ^[  coïncident  avec  ^[  et 

K  C27'). 

De  là  on  conclut  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  tout  au  moins, 

6 
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le  lieu  est  produit  par  le  mouvement  d'une  droite  s'appuyant  sur  la  di- 
rectrice curviligne  donnée  et  sur  les  droites  (X  =  o,  Z  =  ^[)  et  (F=o, 
Z=S|)  respectivement  situées  dans  les  plans  coordonnés.  Or  il  est  aisé 
de  voir  que  ces  derniers  plans  ne  sont  autres  que  les  plans  dits  focaux. 
En  effet,  l'équation  de  ceux-ci,  qui  ne  diffère,  on  le  sait,  de  celle  des 
lignes  de  courbure  de  F  que  par  les  coordonnées  courantes,  à  savoir  : 
(35)  P.X'-\-Oj,-\-p:)XY-{-cfJ^  =  o, 

se  réduira,  on  le  voit,  à  XY=:o,  quand  les  conditions  p^  =  g[  =^  o 
sont  satisfaites. 

Avant  d'aller  plus  loin,  nous  ferons  observer  que  les  pinceaux  de 
pseudo-normales  à  plans  focaux  réels,  ou  bien,  à  foyers  optiques  réels, 
sont  physiquement  les  seuls  véritables  pinceaux  optiques.  Toutefois,  par 
raison  de  continuité,  nous  conviendrons  d'appliquer  ce  qualificatif  à  tous 
les  pinceaux  de  pseudo-normales,  indistinctement,  et  cela,  afin  de  les 
discerner  en  bloc,  pour-ainsi-dire,  de  certains  autres  pinceaux  de  droites 
que  nous  avons  signalés  ailleurs  sous  les  noms  de  pinceaux  anoptiques 
ou  dioptiques,  à  propos  de  l'étude  que  nous  y  avons  faite  sur  les  fais- 
ceaux de  même  dénomination  *). 

56.  Venons  enfin  au  théorème  annoncé  au  n°  54. 

Théorème.  —  Les  axes  des   coordonnées   étant   supposés    quelconques, 

soient 

{    ^  /MX  +  NY       RX-4-  SY\ 

^^^^  )        /MX-}-NY       RX^SY\  _ 

les  équations  de  deux  surfaces  dans  lesquelles 
D 


M     N 
R     S 


D  = 


M    N 
R     S 


et  où  les  coefficients  M,  N,  .  . .  M,  A^,  . . .    sont  des  fonctions  de  Z  telles 
que,  pour  Z  =  o,  on  ait  les  valeurs  correspondantes  : 

M,  =  S„  =  D„  =  I  ,        N„  =  R„  =  0  , 

M=S=D=i,        N,^R^  =  o. 


*)   Voir:  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bor- 
deaux, t.  V  (4ème  série). 
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Si  l'on  admet  en  outre  que  les  directrices  planes  F^(X,  Y)  =  o, 
F^(^X,  Y)  =^  o,  soient  des  courbes  fer  mies  à  aires  égales  A^  et  A^,  le 
rapport  des  aires  des  sections  faites  dans  les  deux  surfaces  précédentes  par 

tm  même  plan  parallèle  à  celui  des  X  Y  sera  é^al  à  -^^  . 

ri  ^  D 

Coupons  en  effet  la  première  surface  par  le  plan  Z  ^"C,  et  dési- 
gnons, pour  un  moment,  par  ç',  vi'  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  section  produite.  La  différentielle  de  l'aire  de  cette  section 
aura  pour  valeur 

dk.^—Qjdr:  — r/Jc')sin4>. 

Or,  à  cause  des  relations 

„_M^'+NV  „       RE'  +  SV 

.  Ô  '         ^- D ' 

ceci  revient  à 

JAv  =  -^X}(XdY  -  YJX)sina)  =  Dd\. 
On  en  conclut,  en  supposant  la  constante  nulle  : 

Mais  la  seconde  surface  donnerait,  à  son  tour, 

et  puisque,  par  hypothèse  A^  =  ^^ ,  on  a  donc 

A,         D 

Corollaire.  —  Soient  m,  n,  r,  s,  m,  n,  r,  s,  les  termes  qu'il  faut 
prendre  dans  les  fonctions  de  Z  correspondantes  pour  constituer  les 
cônes  des  directions  asymptotiques,  ces  termes  étant,  comme  on  le  sait, 
ceux  du  degré  le  plus  élevé  lorsqu'il  s'agit  de  fonctions  algébriques.  Si 
l'on  pose 

^  /mX  +  nY        rX4-sY\ 


/mX-\-  nY        rX-{-  sY' 


d  '  d 

pour  les  équations  de  ces  cônes  conjointement  avec 

'  m     n  j        I  "^     ^^  I 

r      s     '  r      5 


d  = 
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il  suit  de  la  démonstration  précédente  que  le  rapport  des  aires  des  sec- 
tions produites  dans  chacun  par  le  plan  Z  =  ^  est  égal  à  -j-  . 

Comme  cas  particulier  du  théorème    ci-dessus,    supposons    que    les 
équations  (34)  prennent  la  forme 


X  Y 


=  0, 


Elles  représenteront  deux  surfaces  réglées  produites  par  le  mouvement 
de  deux  droites  s'appuyaat  respectivement  sur  les  directrices  planes  F^,  et 
F  ,  et  sur  deux  parallèles  au  plan  commun  de  ces  courbes.  Or  tous  les 
pinceaux  de  pseudo-normales  à  foyers  réels  rentrent  dans  ce  dernier  type; 
le  théorème  général  précédent  leur  est  donc  applicable. 

57,  Nous  terminerons  par  la  remarque  suivante. 

La  pseudo-normale  M'N'  est  une  génératrice  commune  à  trois  pa- 
raboloïdes  hyperboliques  ayant  pour  l'un  de  leurs  plans  directeurs  le  plan 
des  XY.  Le  premier  de  ces  paraboloïdes  (31),  qui  contient  l'axe  des  Z, 
a  son  équation  à  coefficients  réels  ou  imaginaires  selon  que  les  lignes 
de  courbure  (obliques)  de  F  sont  réelles  ou  imaginaires,  c'est-à-dire 
suivant  que  l'on  a  :  (q^  ~{-  p'iY  —  4Pi  '/[  ^  O- 

Quant  aux  deux  autres  paraboloïdes  qui  passent  respectivement  pa'r 
les  horizontales  Çdl  ^  ds,  ^  =  o)  et  (^ r,  ^  o,  ^  =:  o),  ils  sont  toujours 
réels,  mais  dégénèrent  en  couples  de  plans  sécants  quand  les  lignes  de 
courbure  sont  réelles. 

n. 

Application  de  la  théorie  précédente  au  pseudo-plan 
et  à  la  pseudo-sphère. 

58.  L  —  Nous  appelons  pseudo-plan,  une  pseudo-surface  telle  qu'en 
chacun  de  ses  points  il  passe,  non  pas  deux,  mais  une  infinité  de  lignes 
asympiotiques. 

L'équation  générale  des  lignes  asymptotiques  étant  (n°  24) 

qds'  —  ip  —  q')dsds'  —p'ds"  =  0  ; 
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et  cette  équation  devant,  par  hypothèse,  se  réduire  à  une  identité,  on  a 

les  trois  conditions 

(e)  q  =  0,         p  —  q'  =  0,         p'  =  0 

ou  bien 

{e')  q^  =  p\  =  q\  cos  ^  =z  p^  cos  <I> . 

De  la  première  de  ces  dernières  conditions  (laquelle  peut  aussi  s'é- 
crire q  z::r  p')  OU  conclut  incidemment  que  le  pseudo-plan  est  une  pseudo- 
surface niinima  (n°  33). 

Ceci  posé,  introduisons  les  conditions  (^')  dans  les  valeurs  (28)  de 
ds  et  de  d  s'  et  admettons  que  la  directrice  F,^  du  pinceau  soit  le  cercle 

ds' -\-ds" -\- idsds' cos^^dS'; 

on  trouvera  pour  l'équation  du  pinceau  lui-même 

dl'  -{-drr  —  p\X,' sm' <lui S'  -\-  2  dl  d-fi  cos^  =  dS\ 

C'est  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  dont  le  cône 
asymptote  est  le  cône  directeur  du  pinceau. 

Pour  passer  du  pseudo-plaR  au  plan,  il  faut  adjoindre  aux  condi- 
tions (d)  ou  (t;')  la  condition  caractéristique  des  surfaces,  à  savoir  : 
p  -^  q'  =  o  (n°  29);  ce  qui  entraine  p  =^  q'  ^  0    et,  conséquemment, 

p:  =  o. 

L'hyperboloïde  précédent  devient  alors  le  cylindre  de  révolution 

dV  -\-  dr,^  -{-  2  de,  d-n  cos  ^  =:  dS\ 

construit  sur  la  directrice  circulaire  donnée. 

On  voit  aussi  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  cône  directeur  se  réduit 
à  l'axe  du  cylindre,  c'est-à-dire  à  la  verticale  xMN.  Enfin  les  lignes  asym- 
ptotiques  ne  sont  autres  que  des  semi-droites  rayonnant,  sur  le  plan  ho- 
rizontal, dans  toutes  les  directions,  à  partir  du  point  M. 

59.  II. — Nous  appelons  (sans  confusion  sénense)  pseudo-sphère,  une 
pseudo-surface  telle  qu'en  chacun  de  ses  points  il  passe  une  infinité  de 
lignes  de  courbure. 

L'équation  générale  des  lignes  de  courbure  étant 

P.ds'-{-(q^+p:)dsds'-i-q[ds'^  =  0, 
et  cette  équation  devant,  par  hypothèse,  se  réduire  à  une  identité,  on  a 

M  P^  =  o,      q,-\-p\  =  o,      q\  =  o, 

ce  qui,  transformé,  revient  à 

{e'^  p  =  —  q'  =  p' cos  <^  =  —  j  cos  4> . 
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Comme  on  en  tire  tout  aussitôt  p-\-q'  =  o,  c'es:-à-dire  la  condition 
qui  caractérise  toute  surface,  il  n'est  pas  nécessaire  d'aller  plus  loin  pour 
pouvoir  afErmer  que  la  pseudo-sphère  n'existe  pas  cii  tant  que  pseudo- 
surface.  C'est  une  surface,  et  puisque,  en  chacun  de  ses  points,  elle  sa- 
tisfait  à  la  condition  p  =  —  q  ou  bien  p^rr.-  — q_,  ou  encore  ^  =  -n-> 
cette  surface  ne  diffère  pas  de  la  sphère. 

Vérifions  ce  résultat  en  formant  le  pinceau  des  pseudo-normales 
(devenues  ici  de  vraies  normales)  correspondant  à  la  même  directrice 
circulaire  que  pour  le  pseudo-plan. 

A  cet  effet,  il  suffit  d'introduire  les  conditions  (tjj  dans  les  équa- 
tions (28),  et  il  vient  pour  l'équation  du  pinceau 

dl'  -^  d-ri'  —  {i-\-  q/^)dS'  -\-  2dld-ncos<l>  =  o. 
C'est  un  cône  de  révolution,  ayant  son  sommet  situé  au  foyer    (double) 
optique  :  ^  = = =  R  de  MN. 

Le  cône  directeur  de  ce  pinceau  est  un  cône  parallèle  au  précédent 
et  dont  le  sommet  est  au  point  M.  Or  ce  sont  là  des  propriétés  inhé- 
rentes à  la  sphère  et  à  elle  seulement. 

m. 

Étude  nouvelle  des  foyers  optiques  et  des  plans  focaux 
correspondants. 

éo.  Les  traces  horizontales  des  plans  focaux  (optiques)  ont,  comme 
on  l'a  vu  {^}),  pour  équation 

Ce  sont  les  tangentes  à  l'origine  des  lignes  de  courbure  de  la  pseudo- 
surface F  considérée.  Elles  sont  également  incHnées  sur  les  directions 
principales  MA^,  M  A[  ,  ou,  si  l'on  veut,  sur  celles  des  axes  de  l'indi- 
catrice de  cette  même  pseudo-surface,  axes  dont  l'équation  est  : 

[tCp  -  q.') + q.^os  a>]  x^+  (q^+  p;)  xy  -  [-^(p  -  q;)  -  p;cos<i>]y^ = 0. 

En  désignant  par  0  l'angle  aigu  des  deux  plans  focaux,  on  tire  fa- 
cilement de  l'équation  (/),  eu  égard  au  n°  ^y. 

I  I 


iss:)  tge=. 


P  +  ^' 
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Les  deux  termes  de  cette  fraction  sont  des  invariants  et  le  déno- 
minateur, eu  particulier,  est  égal  à  la  somme  des  courbures  de  front 
relatives  à  deux  directions  rectangulaires  (I,  30),  somme  nulle,  on  le 
sait,  dans  le  cas  des  surfaces. 

Comme  application  immédiate  de  la  formule  {S5)>  observons  que 
si,  de  l'équation  aux  foyers  optiques  (n"  28)  que  l'on  peut  aussi  écrire 

T-  -  U + T^  -  [~M, + wj  "^  *J  r 


+  {k,k;     m,kJ-°' 


on  rapproche  l'équation  aux  inverses  des  rayons  principaux  (3),  on  en 
déduira 


(36) 

et,  par  suite, 

(36') 


r     \ 

sin  0 


2  sin  6  I  -|-  sin  6        i  —  sin  6 


( 

)   2  sin  6  I  —  sin  6        I  -}-  sin 

f       D^      —  ^^  r 


R'     -  K         '         K        ' 

Telles  sont  les  relations  simples  qui  existent  entre  R,  R',  S, ,  S',  et  6. 

61.  Pour  pouvoir  poursuivre  avec  facilité  notre  étude,  il  nous  sera 
plus  avantageux  de  prendre,  pour  plan  des  ZX  et  des  Y  Z,  les  deux 
plans  focaux  eux-mêmes. 

A  cet  effet,  nous  remarquons  d'abord  que,  puisque,  par  hypothèse, 
l'équation  (/)  ci-dessus  doit  prendre  la  forme  BXY^o,  il  faut  avoir 
p^=zq[=zo.  Or  ces  conditions,  déjà  utilisées  au  n°  55,  peuvent  s'écrire 
équivalemment 

p^  =  o,     p=o,     ^=:  — ^cosO,     p^  =  _q^cos6, 


^  q'  =z  o  ^     q'=  G  ,     (]'  =  —  p'  cos^  ,     q',  =  —  p'^cosO; 

et  elles  entraînent  celles-ci  : 

q  .    ^ 

^î.  =  -^  =  ?sme  =  q., 

(38) 


p[  =  -f-^=p'sm^  =  ip[. 
ri         smd        ^  ^' 
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De  leur  ensemble  résulteraient,  pour  la  plupart  de  nos  formules  an- 
térieures, des  simplifications  notables.  Relevons  ici,  dans  leur  nombre, 
celles-là  seulement  qui  doivent  nous  être  utiles. 

a.  En  convenant  de  désigner  par  ^  et  :ï'  les  angles  qu'une  direc- 
tion quelconque  MA,  prise  dans  le  plan  horizontal,  fait  avec  les  traces 
MX,  M  Y  des  deux  plans  focaux,  de  manière  à  avoir   j  -|-  ;?'  =  0,  la 

première  courbure  de  profil  —jj  et  la  première  courbure    de   front   — 

(I,  n"  13)  deviendront 

sin  0        cos  ïj    .      ,    ,     cos  ;?'    . 

-T7-  —  —^-  sin  ^   H -.-7—  sin  j , 

P  '^i  '^i 

^^^-^  ^  -.inO        /  I  I  \    . 

=  1  -?:; s~  I  sin  ij  sm  :3  : 

Po  \  ^  ^  / 

ce  qui  généralise  les  formules  si  connues  d'EuLER  et  de  Bertrand. 

^.  De  même,  la  déviation  verticale  —  prendra,  entr'autres  formes, 

la  suivante  : 

,     ^  sin'  6         sin^  ^'    ,    sin^  xr    ,       sin  ^  sin  ir        ., 

(40)  _^  =  ^^  +  -^+.^--5^cos9, 

et  ses  composantes  — ,  —  nous  donneront  (n°  17),  à  cause  de  ^,  =  ^| 

rv  P'      Py 


2ilsm6  =  ^°^(1+')  siny  +  E5i(^) 


cos  l 

"-^— ' — ~  sm  Sr'  -j ^^^^ sm  :3 

(41)         (      ^' 

*  sin  i    .    .^        sin  (:s  +  0    •      ,        sin  h'  —  i)     . 
— — -  sm  6  = ^^-^H — ~  sm  Sr' ^-^^^ ^  sin  iy . 


y.  Quant  aux  lignes  pseudo-conjuguées,  d'obliquité  i,  leur  équation 
(27)  se  transforme  en  cette  autre 

et  ainsi  de  suite. 

62.  Propriétés  diverses.  —  1°  Si  l'on  désigne  par  co  et  co'  (n''^  19 
et  50)  les  angles  que  fait  avec  MX  et  M  Y,  la  direction  ME'  pseudo- 
conjuguée  de  MA,  l'équation  (18)  de  la  ligne  de  striction  axiale  deviendra 

j  ^  (.K  —  ^,)  cos  fc)  cos  w'  ,  ^ 

y  Sj  cos'  co '  -j-  ^[^  cos'  w  —  2  ô,  ô  J  cos  oj  cos  (0 '  cos  6 
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De  là  cette  conséquence  :  tandis  que  d  S  tourne  autour  du  point  M, 
le  point  /j  de  L  K,  tel  que  M'n  =  p^  et,  par  conséquent,  tel  que 

L  7)  =r  r'  =  p,  sin  ^  =  -^ 

t  o 

(point  représentatif  de  Mannheim)  décrit,   en    projection  horizontale,  la 

courbe 

(r,)  r'  sin  iJ  =  (Ji\  —  ^  J  cos  oj  cos  oj', 

et  comme,  d'autre  part,  on  a  aussi 

dS    .     .        dl 
ae  dz 

on  voit,  par  un  rapprochement  inattendu,  que  le  lieu  obtenu  de  la  sorte 
mesure,  par  ses  rayons  vecteurs  successifs  et  sur  le  plan  précité,  la  va- 
riation du  paramètre  de  distribution  des  plans  centraux  des  pseiido-nonnaJies 
MNM'N'. 

2°  Quant  au  point  /.  dQ  L  K,  à.  partir  duquel  on  aperçoit  constam- 
ment le  segment  focal  ^[  —  ^^  sous  un  angle  droit,  on  trouve,  à  l'aide 
des  relations  : 


(a2) 

\  Z'  sin  6  rr:  â^  sin  oj  cos  w'  -}-  S'j  sin  w'  cos  w , 

dont  la  seconde  n'est  que  la  formule  (19)  transformée,  on  trouve,  dis-je, 
que  le  lieu  que  ce  point  décrit  en  projection  sur  le  plan  horizontal  est 

la  courbe 

(x)  r'^  sin  6  =  —  (l\  —  Sj^  sin  2  w  sin  2  w'. 

4 

3°  Si  l'on  cherche,  au  moyen  de  la  seconde  des  formules  (41),  le 
conoïde  que  décrit  l'horizontale  Ik-  (Fig.  5)  durant  la  rotation  de  l'arc 
dS  autour  de  M,  on  reconnaît  qu'il  a  pour  équation 

X'-f-F^-}-2XFcose  _  X' 

I    rsin(0  +  O    I  sin(9-0    i  1  ^  ^        F^ 

[_       sin  î         $j  sin  i         ^j  J  Sj   * 

Le  conoïde  que  décrit  l'horizontale  / •  k-  peut  se  déduire  de  ce  dernier 

en  y  changeant  î  en  i —  . 


6^.  Formule  d'Hamilton.  —  Reprenons  la  valeur  de  Z'  écrite  plus 
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haut.  En  annulant  sa  dérivée,  on  est  conduit  à  résoudre  l'équation 

ces  ((0  —  oj'J  =  0  . 

Cette  équation  fournit  un  maximum  Z^ ,  correspondant  à  la  direction 

a  T.  .  .  „,  4        A  1     r       •        ^^      I     ^ 

et  un  mmmium  Z„ ,  correspondant  a  la  direction . 

2  4  "^  2     '     4 

Donc  ces  valeurs-limites    ont    lieu    dans    les    plans    principaux  N  M  A^  y 
NMA[;  ce  qu'on  savait  déjà  par  l'équation  (21). 

Au  surplus,  ces  valeurs  maxima  et  minima,  déduites  de    la    valeur 
générale  de  Z',  vérifient  le  système  connu 

(43)  7,     ^,  _  K  ~  K 

(  ^       ^  ~     sin  6     • 

Avant  d'aller  plus  loin,  remontons  à  l'équation  (22)  du  n"  52. 
De  ce  que  l'invariant  primitif  K"  relatif  aux  plans  principaux  peut 

être  remplacé  par  l'invariant  ^r^,  relatif  aux  plans  focaux,  cette  équation 
nous  donne  immédiatement,  pour  w  =  0  et  co  =  — ^  : 


C44;  "^t^  —  "F  '         ^  "~  "R"  • 

Ces  valeurs  sont  plus  simples  que  celles  qu'on  tire  directement  du 
système  (43).  On  les  obtiendrait  toutefois  en  associant  à  ce  dernier  le 
système  (36'),  où  l'on  aura  fait  R  =  R,  R' =  R'. 

Cela  étant,  revenons  à  la  valeur  générale  de  Z'  ou  (42).  Eu  égard 
à  (44),  elle  nous  donne  à  présent 

Z' =  z;  cor  [.  + -i- (^  -  ô)]  +  z:  sin=  [«  + -f  (^  -  e)]  , 

ce  qu'on  peut  écrire  plus  simplement  ainsi 

Z'  =  Z'^  cos'  (Oj  -{-  Z^  sin^  w^  , 

le  nouvel  angle  polaire  oj,  étant  compté  à  partir  du  premier  plan  prin- 
cipal N MA^.  C'est  la  formule  d'H.wiiLTON. 

Il  résulte  de  tout  ce  qui  précède  qu'on  peut  former  le  Tableau,  non 
encore  signalé,  croyons-nous,  des  relations  suivantes  : 

J_  —  _^  —  _1_  —  _^  —  K" 

a.s;~Rz;~  rz;~  p"Z'~     ' 

64.    Formule   de   Kummer.    Son   extension.  —  Considérons    les 
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deux  plans  normaux  N M  /J-  et  NMA.  dont  il  a  été  question  au  n°  17. 
Ces  plans  interceptent  sur  la  pseudo- normale  M' N'  (Fig.  5)  un  segment 
k.h.  dont  la  projection  sur  MN  est  /. I. .  Soient  C,-  et  C  les  deux  seg- 
ments partiels  1  le  premier  positif  et  le  second  négatif,  tant  que  l'obli- 
quité donnée  i  satisfait  cà  la  condition  oi  -[-  f  ^  —  j ,  suivant  lesquels  le 

plan  des  X  Y  coupe  le  segment  total.  Il  s'agit  d'évaluer  ^-  et  ^.  en  fonc- 
tion de  l'angle  (supposé)  constant  /  et  des  valeurs  maxima  et  minima 
que  prennent  ces  deux  segments  partiels  lorsque  MM'  ou  ^5  tourne 
autour  du  point  M. 

C'est  au  tond  l'étude  de  l'intervalle  compris  entre  les  deux  conoïdes 
co-segnieiitaires  que  nous  avons  fait  connaître  dans  la  troisième  des  pro- 
priétés signalées  au  n°  62,  qu'il  s'agit  d'opérer  sommairement. 

A  cet  effet,  nous  partirons  successivement  de  chacune  des  équa- 
tions (41). 

1°  On  a  d'abord,  en  les  intervertissant  : 

sin  i    .    ,,        sin  (;?  +  0    •       ,        sin  (;?'  —  i)  . 

sin  y  = ^r-* — -  sm  j Ntt sm  3 . 


C,     —      s,       ''  s; 


I 


Différentiant,  on  trouve  que  les  valeurs-limites  de  -y-  correspondent 

^» 
à  l'équation 

sin  (^  —  3'  -]-  i)  =  o  , 

c'est-à-dire  aux  angles  ;î  —  z'  -^  i  :=  o  et  3  —  :z'  -i^  i  =z  %. 

Soient  -yr  et  y,y  le  maximum  et  le  minimum  de  -y-  ;  il  vient 


d'où 


sin  i 

sur  —  {^  -\- 1)       sur  —  [y  —  t) 

-in  B                 ^                                ^ 

î:; 

^"^'-         ^.                   K        ' 

sin  i 

cos^  ^    (^  +  0       cos^  ^    (0        0 
.:„  h                       ^                    1             ^ 

^': 

■''"'-            s.         '         s; 

on  tire 

^          cos'^(e-0    ^    sin"i(9-0 

K  ~      ï;       '       î:;' 

1                  J,                  .            - 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  -y-  ,  en  ayant  soin  de 
remplacer  les  produits  et  les  puissancas  des  lignes  trigonométriques  par 
les  sommes  (algébriques)  qui  leur  sont  équivalentes  [comme  sin'a  par 


I  —  cos  2a\  X       -  j      • 

— — j  ,  on  trouve,  après  réductions  : 

,         «s=  [.  -  -i-  (0  -  ,)]        si,,'  [,  _  ^  ((,  _  o] 
Mais  si  l'on  prend  la  trace  MA^  pour  axe  polaire,  on  a  alors 

et,  par  suite, 

.     -'[^-t(v-)],-4^-t(^-)] 

V  y,  ~T  v„ 

^  >■  ^  i  ^  » 

C'est  la  formule  dite  de  Kummer,  sur  la  valeur  des  segments  re- 
latifs au  rayon  axial  d'une  congruence  élémentaire,  ou  mieux,  d'un  pin 
ceau  de  pseudo-normales. 

2"  Considérons  maintenant  la  première  des  équations  (41),  savoir: 


cos 


ï  .    .        cos  r^  +  0    •      f    I    cos  (j'  —  x)  . 
-  sm 6  = '^.^  ^  sm  j'  A ^- ^  sm  Sr , 


Ici  les  valeurs-limites  de  —  dépendent  de  l'équation 


cos  (j  —  ;?'-[-/)  =  0  , 

res  à  celles  obtenues  dans  le  premier  cas 


et,  par  suite,  des  angles    3  —  ij'  -{-  i  =  +  -^ ,  directions  perpendiculai- 


En  désignant  par  -—  le  minimum,  et  par  -—  le  maximum  de  — — 


on  trouve 


d'où  l'on  tire 


2    I  —  sin  (6  —  î)        1  -f-  sin  (6  —  ï) 

Y  —  ^7  I  ^7; 

_2_  _  I  -{-  sin  (6  -f-  f)        I  —  sin  (9  -j-  /) 
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cos 


puis,  finalement, 


sin^^9  +  -^j        cos^^(p  +  -i-^ 


.  -  + 


C'est  la  formule  complémentaire  de  celle  de  Kummer,  non  encore 
remarquée,  semble-t-il. 

^5.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  montrer,  en  terminant,  comment  on 
peut  parvenir  aux  niêmes  résultats  en  prenant  pour  point  de  départ  l'é- 
quation (31),  savoir 


(■-T;]'"'  =  K'"{)'^' 


dans  laquelle  [j.  =  - — ^  .  Il  suffit  d'observer,  pour  le  premier    cas,   par 

exemple,  que  dl  et  d-n  ne  différant  pas  des  coordonnées  horizontales  de 
l'extrémité  k-  de  /.  k^ ,  on  doit  avoir 

ds'  sin  :3  drt  sin  (s  -\-  i) 

'         ds        sin  j'  *  d^        sin  Qz'  —  i)  ' 

Faisant  après  cela  ^  =  (^.,  ^^  =  ^|  et  (^'j:=Sj,  à  dessein  de  prendre 
pour  plans  coordonnés  les  plans  focaux,  on  retombe  sur  la  seconde  des 
formules  (41). 

Pour  le  second  cas,  il  faudra  remplacer  i  par  i dans  l'ex- 
pression du  rapport  -7-=-  ,  poser  C  =  C  avec  ^^  =  ^|  et  (^[  =  S^ .    Alors 

par  ces  hypothèses  on  retrouvera  la   première    des    formules  (41).  Les 
calculs  s'achèveront  ensuite  comme  précédemment. 

IV. 

Cas  particulier  des  surfaces. 
Principales  propriétés  des  pinceaux  de  normales. 

66.  Le  cas  des  surfaces  est  caractérisé  par  ce  fait  que  les  distances 
focales  Sj  et  ^[  sont  égales,  pour  elles,  aux  rayons  principaux  R  et  R'. 
Passons  en  revue  les  plus  importantes  des  conséquences  qui  en  résultent. 
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1°  On  doit  à  Bertrand  d'avoir  montré,  le  premier,  que  le  lieu 
décrit  par  le  point  H,  projection  sur  le  plan  tangent  de  la  plus  courte 
distance  LK  des  deux  iioniiahs  infiniment  voisines  hl  M,  M' N'  (Fig.  5)  est 

,.  s  , .  (R'  —  R)  sin  oi  cos  w     ,  „ 

(a)  d  A  —    ;  „  ^ d  S , 

j/R  sin^  10  4-  R'  cos'  w 

la  semi-droite  ME'  suivant  laquelle  est  dirigé  le  rayon  vecteur  infinité- 
simal dl  étant  alors  la  direction  conjngiiéô  de  M  A. 

A  ceci  on  peut  ajouter  que  le  rapport  de  l'aire  de    la    courbe  (a) 

a  celle  du  cercle  r,db    a  pour  expression  —  I  ^    ^    ^^,  1    . 

Pour  déduire  cette  formule  (a)  de    notre    formule    beaucoup    plus 

générale    (18'),    il    suffit    de    fiiire,    dans    cette    dernière,    —  </  =  — —  , 

P'  =  -j^  avec  p  =  q'  =  0. 

2°  Si,  par  analogie  avec  le  lieu  précédent,  on  cherche  les  lieux  géo- 
métriques des  points  h-  et  /;  projections  horizontales  de  h-  et  h-,  on 
trouvera  pour  le  premier  d'entr'eux  : 

0-.)  ^ )>.=  „,.  C^'  -  f^ ^'" (.t'  -^ '°' ^'"■-'^     .,ds. 

^  '^         '        R  sm  0).  cos  ((0.  —  î)  —  K  cos  oj.  sm  (w_.  —  ;) 

Le  second  peut  se  déduire  de  ce  dernier  en  y  remplaçant  i  par  / '- . 

On  vérifie  en  outre  que  la  courbe  (a)  se  tire  de  la  courbe  ()._)  en 
changeant  dans  celle-ci  dl-,  to^  et  10.  —  i  en  Ja,  oj  et  o,  et  en  éliminant 
ensuite  cp  au  moyen  des  relations 

,  .  sin  9     cos  9       I 

^^'^  R'  cos  w  ~  —  R  sin  0)  ~  ~~  |/R^sin'oj-|-R''cos%o 

3°  Formons  l'équation  du  lieu  que  décrit,  en  projection  horizontale, 
le  point  X  de  LK  (n°  62)  à  partir  duquel  on  aperçoit  le  segment  focal 
principal  de  MN  sous  un  angle  droit.  On  obtient  la  rosace  à  quatre 
branches  : 

;•'  =  -^(R'  — R)sin2co. 

C'est  à  quoi  du  reste  se  réduisent  simultanément  les  deux  lieux  plus 
généraux  obtenus,  au  n°  62,  pour  les  pseudo-surfaces. 

4°  Quant  au  conoïde  que  décrit,    durant  la  rotation  de  d  S,  l'hori- 
zontale h  k; ,  on  trouve  directement 
,  ,  X'-\-Y'        X'    .    ^^1  i  I  \        .    .     Y' 

(V)         -^=k+^^[-k-rT'''+k" 
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Ce  conoïde  peut  se  déduire  du  lieu  analogue  (/)  obtenu  au  n°  cité, 
à  condition  d'y  faire  0  ==:  -^  . 

Enfin  le  lieu  décrit  par  Lk^  résulte  du  lieu  (v)  par  le  seul  change- 
ment habituel  de  i  en    i —  . 

2 

5°  On  sait  que,  dans  le  cas  des  surfaces,  le  conoïde  de  striction 
des  normales  circun^axial  de  MN  a  pour  équation  (n""^  49  et  52)  : 

(.ç;  ^  -     x^  +  Y^    • 

Il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  comment  on  peut  le  déduire  du 
conoïde  (v)  lui-même.  A  cet  effet,  au  lieu  de  supposer  dans  celui-ci  l'o- 
bliquité i  constante,  rendons-la  variable  et  égale  à  — 6.  Comme  on 

a  (n°  14)  : 

dY        ^^  R'X^  +  RY'  * 

?" 
la  substitution  de  cette  valeur  dans  (v),  ainsi  modifiée,  fera  retrouver  le 
conoïde  (ç). 

6°  Signalons  enfin  la  propriété  suivante  : 

Si  l'on  cherche  le  volume  compris  entre  la  courbe  (a)  ci-dessus  et 

lé  conoïde  (;),  puis,  qu'on  compare  ce  volume  à  celui  d'un  cylindre  de 

révolution  ayant  pour  base  le  cercle  de  rayon  dS  qi  une  hauteur  égale 
R  R  '  T 

-j  -| (R  -j-  R'),  on  reconnaîtra  que    le    rapport  de  ces  vo- 


R  +  R      ,  .4 
lûmes  est  précisément  celui  que  nous  avons  obtenu  entre    les    aires   de 


,         ,  ,      ,  ..        I    /R'-RV 

leurs  bases,  c  est-a-dire  —  I  7^ — ; — ^^,  I 

2    VK  +  R  / 
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SUR  LA  VARIÉTÉ  DES  DIRECTRICES  RECTILIGNES  FOCALES. 


I.  Retour  à  quelques  formules.  —  Indépendamment  de  la    cour- 
bure de  profil  —7-,  et  de  la  courbure  de  front  —  ,    projections    ortho- 

?  ?o 

gonales-limites  de  la  déviation  verticale  —  ,  toute  ligne  (S)  tracée  sur 

une  pseudo-surface,  voire,  sur  une  surface,  admet,  en  chaque  point,  une 
double  infinité    d'autres    courbures    (extrinsèques)    dont    chaque    couple 

—  ,  —  j  provient  de  la  projection  de  —  sur  un  système    de    deux 

droites  rectangulaires  A,-,  A.  qu'on  supposerait  pivoter  autour  du  point 
choisi  M.  C'est  de  ces  dernières  composantes,  variables  avec  l'obliquité 
i,  qu'il  nous  faut,  avant  tout,  reprendre  l'étude.  Je  dis  reprendre  :  car 
maintes  propriétés,  les  concernant,  ont  été  déjà  signalées  par  nous  en 
divers  endroits  de  cet  écrit.    • 

Par  exemple  :  nous  avons  trouvé  (n°  i^),    entr'autres    expressions 

de  —  et  —  et  a  la  notation  près  : 

P.-  P; 


(0    . 


[ =  (pshvj'  -\-  P'suycj)  sin(o  -\-  i)  —  ((/sino'  -J-  (/'sin©)sin(o'  —  /), 

}    ?i 

j  sin<l> 

/ =  (])sino'  -)-  /)'sino)cos(o  -j-  f)  -f-  (ijs'mo'  -\-  (/'sino)cos(9'  —  /). 

\    P/  '  '  ' 

A  ces  formules,  nous  croyons  devoir  adjoindre  ici  les  suivantes  : 

I  d  z-        cos  (4»  —  î)  I    I  di 

^      I  dzj        sin  ('1  +  0  I  I      .    di 


:^    -dS-  p,  '  T.   -    p'      •    ^5' 
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l'angle  4'  désignant  toujours  celui  que  fait  en  M  la  courbe  (5)  avec  sa 
représentation  sphérique. 

Quant  aux  torsions  (égales  et  contraires)   incluses  dans  ce  Tableau, 
elles  ont  été  calculées  par  la  même  méthode  que  les  torsions  principales 

—  ,  ■ —  ,  —  (n°  i8).  Au  reste,  pour  vérifier,  notamment,  la  première, 

T  T  T 

il  suffit  d'y  supposer  que  i  =:  — '\i.  On  a  alors  —  =:  —  ,    ce   qui  en- 
Pi  ?E 

II,.                     ],                      di              d'h 
traîne  ■ —  t=  —  .  ht  comme,  d  autre  part,  -,  ^  = ,  „  ,  on    en  con- 

T.  T^  ^         dô  db 

dut,  pour  la  première  courbure  géodésique  —^  de  (5),  cette  valeur  connue  : 

P 

J_ LmIÏ 

?'~         r^'^dS' 

Mais  revenons  à  nos  courbures  obliques  (i). 

De  même  qu'entre  -y,  et  —  ,  nous  avons,  en  son  temps,  trouvé 

r  ro 

(voir:  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France,   1898,  p.  né)  la 
relation 

(3)   (^r.-{-^)-{-(g,-p:)^n-(P  +  g')-^  +  (pq'-gP')  =  o, 

\  t^  ro  /  f  ro 

ainsi  y  a-t-il  lieu  de  chercher  celle  qui,  pour  chaque  valeur  donnée  à  /, 

...  II 

doit  exister  entre  —  et  —  . 

A  cet  effet,  remarquons  d'abord  qu'au  système  (1),  on   peut    sub- 
stituer le  suivant  : 

,    ,      ,    .  sin  (9'  —  0    ,    cos(ç'  —  i) 

p  sin  o'  -f-  p'  sm  cp  =  ^ ^  -] ^ ^  , 

P  •  û  . 

(l')        (  '' 

.      ,    ,      ,    .             sin  (9  -|-  r)         cos  (9  +  i) 
q  sm  9   -|-  ^7  sin  9  = ^^^ — — ^-^^ — ' — -  . 

P/  P. 

Mais  on  a,  d'autre  part, 

cos  9  sin  <ï>  =  sin  9'  -\-  sin  9   cos  *l^ , 


'   cos  9'  sin  <I>  =  sin  9  -|-  sin  9'  cos  «^  . 

Introduisant  dans  (i')  les  valeurs  de  ces  cosinus,  on  fera  aisément 
prendre  à  ce  système  la  forme  homogène 

(    A  sin  9'  -f-  B  sin  o  =  G  , 

(■") 

f  A'  sin 9'  -|-  B'  sin  9  =  0; 
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d'où  l'on  déduit 

AB'  — BA'==o, 
ou  bien 

(  ^  +  -^  )-[(/)  +  q')  sin  i  -  Oy,  -  />;)  cos  i]  -^ 

(5)  <; 

-  [(P  4-  q')  cos  /  +  O7,  -  p;)  sin  ij  ^  +  À-'  =  o . 

C'est  la  relation  demandée.  A  vrai  dire,  pour  l'obtenir,  il  a  fallu 
tenir  compte,  comme  dans  nos  calculs  antérieurs,  des  formules-types 
connues  : 

p  ~{-  q  œs  ^V  =  p^  sin  <t> , 


(6) 

^    /)^  —  ^j  cos  <I>  =  p  sin  <I> , 


(0  K"  ^  -^  =pq'-qp'=.  p.  q[  -  q^^  . 

Quoi  qu'il  en  soit,  si,  dans  la  relation  générale  (5),  nous  faisons 
successivement   =  0  ,  =  o  ,  il  viendra 

Pi  P; 

(8)  -~r  —  [{p^-  q')  cos  i  4-  {q^  —p\)sm  i]J^-\.K"  =  0, 

(9)  -.-  -  [0>  +  q')  sin  /  -  (q^  ~  p[)  sin  ï\-^^K"  =  0. 

P,  fi 

Nous  retrouvons  de  la  sorte  la  double  série  des  foyers  dioptiques 
déjà  recontrés  au  n°  28,  foyers  ainsi  dénommés,  rappelons-le,  parce  qu'ils 
restent  compris  entre  les  foyers-limites  optique  ou  anoptiqties,  correspon- 
dant à  i  =  0  ,  à  savoir  : 

(8')  '^Çp^q')^^K"  =  0, 

\o  \o 

(9')  -4-  +  (î,-p;)-;V  +  A-'  =  o. 

P  f 

IL  Droites  focales  optiques.  —  C'est  pour  abréger  que  nous 
conviendrons  d'appeler  (sans  crainte  d'ambiguité)  nos  directrices  rectilignes  : 
droites  focales  optiques  (n°  '^^^.  La  même  convention  s'étendra  du  reste 
à  la  variété  entière  de  directrices  qui  doit  nous  occuper. 

Cela  étant,  puisque,  d'après  la  formule  (46^^^)  du  n°  26,  les  lignes 
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de  courbure  (S^)  de  la  pseudo-surface  F,  en  contact  en  M  avec  le  plan 
mobile  des  X  Y,  ont  pour  équation 

(lo)  p^ds'  +  Oy,  +  pDclsds'  +  <j[dr-  =  G  , 

les  tangentes  à  ces   lignes,   en    ce   même    point,    sont   représentées   par 

(loV'  AX^  +  0/,  4- Pi)  X  Y  +  .7:  Y^  =  0, 

avec  cette  particularité  que  ce  sont  là  tout  aussi  bien,  et  les  traces  des 
plans  focaux  optiques  ou  de  première  espèce  (7: J  et  ces  plans  eux-mêmes 
(n°  60). 

Ceci  posé,  écrivons  l'équation  (10')  comme  il  suit 

rrT^  -g^x-^;Y  _    p,X  +  p[Y    _    I 

UU  X  ~  Y  ~    Z   ' 

On  en  tire 

(07.X  +  <2:Y)Z+X  =  o, 

(II') 

((i^,X  +  /.;Y)Z-Y  =  o. 

Interprétées  géométriquement,  ces  dernières  représentent  deux  parabo- 
loïdes  hyperboliques,  tangents,  à  l'origine,  l'un,  au  plan  des  YZ,  l'autre 
au  plan  des  ZX,  et  admettant  en  commun,  pour  l'un  de  leurs  plans 
directeurs,  celui  des  X  Y.  De  là,  deux  génératrices  horizontales  commu- 
nes, elles  aussi,  à  ces  surfaces  et  respectivement  situées  dans  les  plans 
parallèles 

(12)  {p.  q[  -  q.p[)  Z^  +  0;.  -  i^:)  Z  +  I  =:  o  . 

En  coupant  ces  mêmes  plans  par  les  plans  focaux  (10'),  on  obtient 
deux  couples  d'horizontales  qui  se  projettent  suivant  les  tangents  (i') 
aux  lignes  (SJ  et  ne  sont  autre  que  les  droites  focales  optiques  annoncées. 
Ajoutons  que  chaque  couple  doit  être  évidemment  formé  par  des  hori- 
zontales appartenant  à  des  plans  différents,  ce  qui  fournit  deux  combi- 
naisons distinctes. 

III.  Droites  focales  anoptiques.  —  De  ce  que  les  lignes  asympto- 
tiques  (5J  de  F  ont  pour  équation  générale  (n°  24) 

(13)  qds^  —  (p  —  q')ds  d  s'  —  p'  d  5"  =  0  , 

il  suit  que  celle  des  plans  focaux  anoptiques  ou  de  i^""'^  espèce  (ttJ  sont 
représentés,  eux  et  leurs  traces,  par 

(13')  ^X^_(^_./)YX-p'Y^r=o. 
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Posant 

X  ~  Y  ~~    Z    ' 

il  vient,  par  l'élimination  de  X  et  de  Y, 

04)  (pg'  -  gP')Z'  -(iP  +  q')Z-\-  1=0. 

Coupés  par  les  plans  focaux  (13'),  ces  nouveaux  plans  produiront 
deux  nouveaux  couples  d'horizontales  dites  :  droites  focales  anoptiqueSy 
parce  qu'elles  passent  par  les  foyers  de  ce  nom.  En  vertu  de  leur  for- 
mation même,  elles  se  projettent  sur  le  plan  des  XY  suivant  les  tan- 
gentes en  M  aux  lignes  (S^)  et  donnent  lieu  à  la  même  observation  que 
les  précédentes. 

IV.  La  double  série  des  droites  focales  dioptques,  en  projection 
HORIZONTALE.  —  Nous  remarquons  immédiatement  que  l'équation  des  li- 
gnes pseudo-conjuguées  (5J,  d'obliquité  i  (n°  27),  nous  permet  d'écrire 
à  vue  celle  des  plans  focaux  dioptiqiies  (t:.)  correspondants,  savoir  : 

/  (pj  sin  i  —  q  ces  i)X^ 
(15)  H-  [(7.  +  P'J  sin  i-\~(p-  q')  cos  t]  X  Y 

\  4~  (?i  siii  î  -j-  p'  cos  î)  Y^  =  G  . 

Comme,  d'une  part,  cette  même  équation  représente  les  traces  de 
ces  plans  sur  celui  des  X  Y  et  que,  d'autre  part,  les  droites  focales  diopti- 
qiies  de  l'espace  se  projettent  horizontalement  sur  ces  traces,  ainsi  que 
l'analogie  le  fait  prévoir,  il  suffira  de  s'occuper  de  cette  équation  (15). 

En  la  résolvant,  elle  donne 


à  condition  de  faire,  avec  w  =  tg  i , 

(17)       I  ^  =  Oh  +  p:)ip-q')-^(p'p.-qïd> 

\  ^  =  ip  —  q'ï  +  4qp'  ■ 

Ces  coefficients  son  très  significatifs  ;  car,  poser,  par  exemple, 
A  ^  0  ou  G  ^  0  ,  c'est  poser  la  condition  de  réalité,  ou  des  lignes  de 
courbure  (SJ  ou  des  lignes  asymptotiques  (SJ. 

Cela  étant,  par  des  calculs  convenablement   conduits,  on  s'assurera 
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que  les  racines  du  trinôme  sous  radical  peuvent  être  mises  sous  la  forme 


(i8)  Au  =  -B±  \/K"[(p^  -  ^y^i^^^py]. 

De  là,  pour  les  traces  qui    nous    occupent,   les    cas   particuliers  re- 
marquables suivants  : 

a.  Lorsque 
(19)  K"  =p<]'  -  qp'  =  p,  q\  —  qj\  =  0, 

c'est-à-dire  lorsqu'on  a 

^  ^  P'       q'      p'  +  î'cosa>      p[       q[  ' 

l'équation  (15)  se  décompose    rationnellement  en  deux  autres  qui  sont 
(n°27): 

{   (p[  sin  i  —  q'  cas  i)  X  -|-  {q[  sin  i  -}-  P'  cos  /)  Y  =  o  , 
(   (q^  sin  I  -f-  p  cos  i)  X  -\-  (q[  sin  i  -\-  p\  cos  i)  Y  =:  0  . 
[i.  Quand  les  conditions  dites  pscudo-siiperpciclks  niaxima  *),  savoir  : 
i\  —  /.  =  0  ,        ^l-^rP'  =  0, 
se  trouvent  vérifiées,  la  même  équation  se  décompose  ainsi 

(  (cos  O  -j-  sin  a»  ^^^)  X  -}-  Y  =  G  , 
{h)  l  

(  (cos  (I>  —  sin  O  f—  i)  X  -f-  Y  =  G  , 

ce  qui  revient  à  dire  qu'elle  même  n'est  autre  alors  que 

X^-f  Y^-j-  2XYcosa)  =  G. 

y.  Quand  ce  sont,  au  contraire,  les  conditions  superficielles  viimiua 
(ibidem) 

P  +  q'  =  0,  q^—p\  =  o, 

qui  sont  satisfaites,  on  obtient,  par  dédoublement,  le  système 

(^j  sin  i  -j-  p  cos  i  -\-  co^)  X  -J-  (^q\  sin  i  -}-  p'  cos  j)  Y  =  o  , 


(0     i 

(  (/)j  sin  i  -j-  p  cos  i  -\-  to^)  Y  -f-  {q[  sin  i  -j-  p'  cos  i)  Y  =  g 

dans  lequel  on  a  fait,  comme  par  le  passé, 

(20)          ,,,^=p'  ^  q'  -{-  2p^7COsa>  =  p;  +  q]  —  2p^q^cos^. 

On  remarque  en  outre  que,  dans  le  cas  actuel  (aussi  bien  du  reste 
que  dans  le  précédent),  w^  est  égal  à  (0^  . 


*)  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  t.  I, 
jème  série,  p,   565, 
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V.  La.  double  série  de  droites  focales  dioptiq,ues,  dans  l'es- 
pace. —  Mettons  réquatioii  des  plans  focaux  (tz.)  ou  (15)  sous  la  forme 
suivante  : 


(21) 


I 
I 


[(pX  -i-  p'Y)co.i  -\-  (q^X  +  q\Y)smi] 


=  -Y-  [(çX  +  q'Y)cosi  -  (p,X  +  /.;  Y)sini]  =^  . 

On  en  déduit 

(21'^         S  [(pX  +  i.'Y)cos/  +  0/,X  +  ./.Y)sinf]Z==o, 
^      ^         I*  [(^X+  ^'Y)cosi  — (p,X-[-/^;Y)sinz]Z=o. 

Ce  sont  là  deux  nouveaux  paraboloïdes  hyperboliques,  tangents  en 
M  aux  plans  coordonnés  et  qui  admettent  en  outre,  pour  chaque  valeur 
de  i,  deux  couples  de  génénnrices  horizontales  communes  contenues 
dans  les  plans 

(22)  K"  r  -  [(p  +  ^')  cos  /  +  (^,  -  ;,;)  sin  /]  Z  +  I  =  0. 

En  coupant  ces  plans  par  les  plans  focaux  (15),  on  obtient  la  pre- 
mière série  des  droites  focales  dioptiqttes  ou  moyennes  annoncées,  droites 
qui  passent  par  les  foyers  de  même  nom  (n°  28)  et  dont  les  projections 
horizontales  ne  sont  autre  que  les  tangentes,  à  l'origine,  des  lignes  (SJ. 

Pour  obtenir  la  deuxième  série,  il   suffit,  on   le   sait,   de   remplacer 

dans  tout  ce  que  nous  venons  de  dire,  /  par  i —  .  De  \h  le  nom  de 

plans  focaux  dioptiques  complémentaires  (t^);  etc. 

VI.  Lieu  général  des  droites  focales.  —  Soit  qu'on  élimine  i  en- 
tre les  équations  (15)  et  (22)  de  la  première  série,  ou  entre  leurs  corre- 
spondantes dans  la  deuxième,  on  trouve  pour  toutes  les  droites  focales 
dont  l'équation  résulte  de  cette  élimination  (leurs  limites  y  comprises) 
un  seul  et  même  lieu,  du  huitième  ordre,  mais  qui  se  décompose  en  deux 
autres  du  quatrième,  représentant  deux  conoides  réciproques,  à  savoir  : 

(23)  S^Z^-R^  =  o, 

(24)  K"WZ'  _  S^  =  o, 
équations  où,  pour  abréger,  on  a  fait 

R^=:X^ -|- Y^ -f  2XYcoscI>, 

(25)^S^=:(pX+i>'Yy+(^X+^'Y7  +  2(;)X-fi)'Y)(^X+.y'Y)cosa. 
=  i^\X'  -\- oqY'  -\-  2w^&>^cos(w^,  o4)XY. 


104  NOTE    COMPLÉMENTAIRE. 


J'ai  dit  :  conoïdes  réciproques  ;  car,  si,  dans  Tune  ou  l'autre,  on 
remplace,  pour  un  instant,  Z  par  Z',  on  en  déduira  la  relation  caractéris- 
tique 

ZZ'  r=-.±  K". 

C'est  évidemment  A  la  nappe  (23)  que  se  rapportent  tous  nos  calculs. 
La  deuxième  nappe,  on  le  prévoit,    correspond  au  cas    où,  au  lieu 

d'égaler  i\   —y-  ,  les  rapports  tirés  des  traces  horizontales  des  divers  plans 

focaux,  nous  les  aurions  égalés  à  Z.  Cela  nous  eut  fourni  toute  une 
seconde  catégorie  de  droites  focales,  réciproques  des  premières,  passant 
par  des  foyers  situés  sur  MZ  et  de  même  dénomination  que  les  an- 
ciens, comme  aussi  se  projetant  suivant  les  tangentes,  à  l'origine,  des  li- 
gnes (5;),  (5)  et  de  leurs  lim".tes  (5,),  (5,). 

ElI  vue  d'abréger  les  calculs  relatifs  aux  deux  cas,  il  sera  bon  de  faire 
observer,  en  terminant,  que  le  polynôme  S'  admet  encore  cette  troisième 
forme,  souvent  avantageuse  : 

(25')  j  ~^lâr-=C^/'. +  '/'/■) ^^ 

Enfin  le  cosinus  de  l'angle  (w2  5  ''-'z)  ^'•^^  figure  dans  (25)  peut,  de 
son  côté,  s'exprimer  doublement  ainsi 

C-'O      ^"^"'^'^^^^"''^'  '"^^  =PP'  -^'J'ï  +(P'7' +  '//'')  «^osa» 

(  =  P.P\  +  '/,  q\  -  0\  q\  +  '7.;^;)  cos  a> . 

Ces  formes  nous  ont  été,  personnellement,  fort  utiles,  dans  nos  re- 
cherches, soit  d'Optique  géométrique,  soit  de  Cinématique  ;  mais  nous 
ne  saurions  en  dire  davantage  ici  sur  un  tel  sujet. 
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